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1 Mehrgrollensysteme in
Zustandsraumdarstellung

1.1 Systembeschreibung

Lineare Zustandsraummodelle [

t=Ax+ Bu, AeR™™"™ BeR™™m
y=Czxz+ Du, CeR™™ DeR™™

Typisch:
o m,r <In
e oftm=r
e D =0 kein Durchgriff

Losung im Zeitbereich mit Anfangswert x(0) = xy € R™
t
z(t) = eMag+ [T . Bu(r)dr
0

= o(t)xg + 0ft¢(t —71)Bu(r)dr

o(t) = et =3 (k;' = Fundamentalmatrix

1.2 Kalmankriterium und Steuerbarkeitsindizus

Definition

Ein System heilt vollstdndig (zustands).-steuerbar, wenn es von jedem Anfangszustand x(0) in end-
licher Zeit T > 0 durch geeignete Wahl des Eingangssignal u : [0,7] — R™ in einem beliebig

vorgegebenen Endzustand x(t) lberfiihrt werden kann.
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Steuerbarkeitskriterien:
e Kalman
e Hautus

Gilbert

e Gram

Satz(Kalmanische Steuerbarkeitskriterium)

Das System ist genau dann zustandssteuerbar, wenn die kalmanische Steuerbarkeitsmatrix
Qs = (B, AB, ..., A" ! B) den Rang n besitzt. (voller Zeilenrang)

(Matlab/Octave) :Qs = ctrb(A, B)
(Scilab) :Qs = cont_mat(A, B)

Sl(single-input, m = 1): Qs € R™*™, quadratisch, steuerbar <= @ regulir (invertierbar)
MI(multi-input, m > 1): Qs € R™*™" rechteckig, n-Zeilen, nm-Spalten
maximal n-Spalten kdnnen linear unabhangig sein.

Definition
Die kleinste Zahl ¢ mit rang(B, AB, ..., A9"!B) = n heilt Steuerbarkeitsmatrix von (4, B).

Umordnung/Auswahl der Spalten der Steuerbarkeitsmatrix

Oa = (bl,Abl, AR b Abg, . AR by b Aby, ,Akm_lbm> € R7MX™

m
Auswahlmatrix mit Rang Qa4 =n, > k; =n (k1,...,km) ...Pseudosteuerbarkeitsindizes
i=1

Zusammenhang zum Steuerbarkeitsindex ¢ < max k;
1<i<m

Beispiel
1 0 1 1 0 rangB = 2 B
A=1[(0 2 3], B=12 0 rang(B, AB) — 3 steuerbar und ¢ = 2
00 0 0 1 rang(A, AB, A2B) = 3



Ziel

moglichst gleichmiaBige Aufteilung der Indizes bzw. Eingdnge
Mogliche Steuerbarkeitsindizes (0, 3), (1,2),(2,1),(2,1),(3,0)

Indizes: Auswahlmatrix Rang
01 1

(0,3): (bo, Aby, A%by) = [1 5 10 3
1 0 0
1 01

(1,2) : (bl,bg,bgA) = 2 1 5) 3
010
110

(2,1): (b1, Aby,bo) = |2 4 1) 3
0 01
1 11

(3,0): (b1, Aby, A%0) = (2 4 8 2
0 00

Auswahl der ersten n linear unabhingige Spaltenvektoren der Steuerbarkeitsmatrix (von links nach
rechts) Qs = (B, AB,...) = (b1,...,bm, Ab1,..., Aby,,...). ggf. auch Vertauschung der Eingange
zuldBig. Diese Auswahl fiihrt auf die Steuerbarkeitsindizes oder Kronecker Indizes.

Beispiel

(Fortsetzung):

B AB A’B

1 0/f1/1]1 1
Qs = (B,AB,A’B)= (|2 1|4 5|8 10
0 1/{0,0]0 O
Rang=1 2 3 3 3 3
Q4 = (b1, Aby, by) ~ Steuerbarkeitsindizes (2, 1)
01
Vertauschung der Einginge: n1 <= no : B=(by,b1)=1[1 2
10
by b1 Aby
) 0 1|1 1]1 1
Qs = 1 2|5 4[10 2 —  Qa = (b1, b2, Abo)
1 0/0 0|0 O
Rang=1 2 3 ~ (1 2)

Steuerbarkeitsindizes: (1,2),(2,1)

Bemerkung

e Steuerbarkeitsindizes kann bis auf Vertauschung eindeutig
e Vertauschung ist nicht immer moglich

e Esgilt: ¢ = max. k;



1.3 Entwurf einer Zustandsriickfiihrung mittels
Regelungsnormalform

Transformation des OriginalsystemsE]
7 = Ax + Bu, AeR™™ BeR™™

in die Regelungsnormalform

Z = Az + Bu
0 1 0
0 0 :
k1 10
0 1 0
* . * * * * * 1
0 1 0
A= 0 ! BL| o
0 1 0
* ... % . « * * 1
0 1
0 0 - L
* m
0 1 0|0
* * * * « «
Riickfiihrung K € R™*™ mit
70 0 7()
S ki1 | x| kim
A—BK =A— S S
70 0 - 0
kml * kmm
0 1
0 0
—p170 . . _pl,p—l
0 1
L 0 0
* *
0 1
0 0
* ... ... %
Frobenius Regelmatrix

Koeffezienten der gewlinschten charakteristischen Polynome.
Transformation:

F=Tz, TcR™"

r=Tz=T(Ax + Bu)

=TAT 'z 4+ TBu
A B

2Mitschrift am 29.10.2014
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1. Ansatz fiir Zustandsriickfiihrung v = —kz = — kT x
—~~

k
Transformationsmatrix
T
i1
: k1
T
thl
T = :
1
m,1
k’ln
T
tm k

sRm

Ahnlichkeitstransformation TAT ! = A — TA = AT

t 0 1 t1,
t1, t1,

: A= 0 1 :
LlT@ * * ok t{kl

Vergleich liefert tzj cA= tgj+1 fir ;55
Transformationsmatrix

noch zu bestimmen

T _. 4T
T, =t

)

T 4T
tm,l . tm

Forderung am Eingangsmatrix:

~
[y}

Il
oo
I~




Fiir einen Block
Rki S ek, = - b;
Zeilenweise fiir i—tes Teilsystem:

e (b, Aby, ..., AN 1) = e,

Simultan fiir alle in Teilsysteme

¢7 ey,
1 v1
: (bhAbl’”.’Akl—lbl’.”’bm’Abm’Akm_lbm) =
tz;b QA-.. Au;\:vahlmatrix €fm
mit
v =k
vy = k1 + k2

tf €,
— | | =1 : Qa
tr Co
Beispiel (Fortsetzung)
1 01 1 0
A=1[(0 2 3|, B=|2 1
0 0 01
Steuerbarkeitsmatrix
1 01 11 1
Qs= (B,AB,A’B) = 2 0[4 5|8 10
0 1{0 0|0 O
Auswahlmatrix zu Steuerbarkeitsindizes k1 = 2,ky = 1:
1 1 0
Qa = (b1, Ab1,bo) =12 4 1
0 01

1. Aufstellen der Steuerbarkeitsmatrix Q)

2. Bestimmung der Steuerbarkeitsindizes (Aufstellen Auswahlmatrix @ 1)
1 1|0
Zl _ i Qa= (b1, Ab1,bo) = [ 2 4|1
a 0 0|1



3. Bestimmung der blockweise ersten Zeilenvektoren t1,... tI' der Transformationsmatrix

1)1:/{1:2
vo =ki +ky=3

N\ (el 1 {010 1 (-1 05 —0.5
(t?)‘(% Ca=lo0 1)@ =0 0o 1

4. Aufstellen der Transformationsmatrix

t tf -1 05 —05
2 tr 0o 0 1

5. Transformation des Systems

0 1] 0 0| 0
A=TAT '=| -2 3|-05 |, B=TB=| 1|15 |?
0 0] 0 0] 1

Problem tritt nur bei verschiedenen Steuerbarkeitsindizes auf.
Allgemeine Form

0
00
0 * < Zeile v = kl
1
0
B= 2 0 (1) <« Zeile v = k1 + ko
1
0
0[0]: « Zeile vy,
* [ %[0
1
Zusammenfassen der Zeilen vy, ..., v,
tT. Al
: . B = V E Rme
th . Akm—1

1. Korrektur durch Eingangstransformation

0
00
0
1
B:=B.-V!=TBV~!= o | = (evysesen,)
0
0] 0
0
1




2. Variante der Zustandsriickfiihrung

w=-V ' Kz
=V ' KTz
—_——

keRmxn
Blockweiser Ansatz fiir Reglerverstirkung K :
T T
K1y klm KT
K= . ’ T — c RMmxn
Ema | | Fomm .
—— —— ko,
k1 km
GeschloRener Kreis (Beispiel m = 3)
0 1 0 0
0 0 0
0 1 T T T
o, at, al ki | Ko | ki
- = 0 0 0
0 1 21 22 2m
0 0 000
ki | Ko | Ko,
. . 0 1
Am1 Am2 . afzm c.
Vorgabe fiir geschloBenen Kreis
0 1
0 0
i
A-BE = 0 0
0 1
0 0
Pin
=~
mit i—ten Teilsystem
0 1 0 1
k‘iXk‘i . —
R 3 0 1 0 1
pl —Di0 — Pik;—1
Pz‘T = (=Pi0-** = Diki-1)

charakteristische Polynom

CPi(s) = pio + pits + - + Pigy—15™ 1 + M

10



Entkopplung der Teilsysteme (=Nebendiagonal und Null): ag; — k:lT] =07
Vorgabe der Wunschdynamik (= Haupdiaganolbldcke)

T T ! 7
ai; — ki = p;
Darstellung in Originalkoordinaten

i =(A— BK)x

— (TA—-BRK)T~'

— TA-BK=pr 7

Zeile v;
tig, A— K =p T
~—~
i—te Zeile K
kZT = tszl CA—pl'-T
- Pio -1}
= th. Akig pin-trA
Piki_q - tzTAkiil
=t (pio-T+pi1- A+ +pig—1- AP+ AF)
=] - CPy(A)
Gesammtverstirkung

K=V IK=v" (tchpl(A) >

tI CP,(A)

Verallgemeinerung der Ackermannformel fiir MehrgréRensystem

Beispiel Fortsetzung E]

1. Teilsystem: Eigenwertvorgabe —1, —2

CPi(s) = (s + 1)(s +2)
= 5% +3s+2
ki =t] - CP1(A)
= (—=1,0.5,—0.5)(2I 4+ 3A + A?)
= (—6,6,2.5)

3Mitschrift am 05.11.2014
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2. Teilsystem: Eigenwert —3,=- CP2(s) = (s + 3)

ky = t; - CP2(A)
=(0,0,1)(3I + A)
=(0,0,3).

— (KT -6, 6, 25
5= ()= (0 o %)
1%

Gesammtverstarkung:

o (66 -2
K=V K‘(oo 3

1.4 Hautus - Kriterium und Stabilisierbarkeit
System:
& = Az + Bu, A e R
B € R™*™

Satz (Hautus - Kriterium)

Das System (bzw. das Paar (A, B)) ist dann zustandssteuerbar, wenn Vs € C,rang(s] — A, B) = n.

Bemerkung:

1. Die Bedingung muss nur fiir Eigenwerte s, der Matrix A iiberpriift werden.

2. Gilbert-Kriterium (A, B) werden in der Jordan-Normalform (A, B) betrachtet.

o 3_13 0 0 Kook

. — 81

(s — A, B) = 0 5 — 89 0 Xk
0 0 S— 83| x- %

Rangabfall in der letzten 3 Zeilen fiir sI — A fiir s = s;

Der Abfall bei sI — A fiir einen Eigenwert s;, muss durch Eintrige in B ausgeglichen werden.

Forderung:

Ein System mit k£ > 1 Jordanbldcken des gleichen Eigenwertes kann m dann steuerbar sein, wenn es
mindestens m > k Einginge besitzt.

Definition:

Das Paar (A, B) heiBt stabilisierbar, falls Vs € C mit Re(s) > 0, Rang(sI — A, B) = n.
Interpretation: Alle instabilen Eigenwerde und steuerbar.
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Kalman-Zerlegung nach Steuerbarkeit:

Sei ¢ - rang@s < n, Dann existiert eine Zustandstransformation
- T nxn .
x:<~>:Ta:, T € R™™™, regular
T2
die das System in ein steuerbares und ein nicht steuerbares Teilsystem zerlegt.
z A A (T By
B = bt ~ + u
T 0 A22 T2 0
——— ~——

A B
All S quq, Bl € R*m

- steuerbar
u . i‘l
—> 1. Teilsystem >
T
2. Teilsystem —

\ nicht steuerbar

(Ay1, By) ist steuerbar

e Eigenwerte

e Das System ist dann stabilisierbar, wenn die Matrix Aqgs stabil ist (d.h. alle Eigenwerte haben
negativen Realteil).

e Zerlegung des Zustandsraumes:

n . T
R™ = im Qs <) ker Q)
Unterraum der Unterraum der
steuerbaren Zustdnde  unsteuerbaren Zustinde

= =(:[D

— ¢ Spaltenvektoren die im@Q; aufspannen.

Transformationsmatrix

— (n — q) Spalten (Komplement)

Seien uq, ..., uy, € R™ die Spalten von u = (uy,...,un) und vy,...,v, € R die Spalten von
'U:(’Ul,...,vn)

T
Dann: M =uSvT =Y 0y - w;-vl

dyad. Produkt

e Spalten uq,...,u, spannen Bild der Matrix M auf
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e Spalten u;41,. .., uy, bilden Komplement (u... orthogonal)

Transformationsmatrix: Qs S7D u, S, v

T l=y < T=u"" = ul

orthogonal

F=Tz=u"z

t=Ti="T(Azx + Bu) =TAT ' - %+ TBu

=ulAu -7 +ul'Bu
——— ~

A B
Beispiel:
Inverses Pendel auf Radern
9?1 0 0 1 0]o0 71 0
T 0 0 0 1|0 Ty 0
z3|=10 0 0 0/0 F3 |+ |1 |u
T4 0 a2 0 010 T4 by
i 0100]0 i 0

e ohne I-Anteil (n = 4) : steuerbar, rangQ, = 4
e mit I-Anteil (n = 5) : nicht steuerbar, rangQs = 4 < 5 Begriindung (Gilbert): doppleter
Eigenwert bei 0.
— 2 x 2 Block 123

— 1 x 1 Block I-Anteil des Reglers

Fiir s = s¢ Rangabfall 2 (in Hautus-Matrix), aber nur m = 1 Eingang.
Ass = 0 = nicht stabilisierbar.

Reglerentwurf fiir stabilisierbare Systeme:

1. Kalman-Zerlegung nach Steuerbarkeit

9?1 _ /~111 /:112 z + Bl S
o 0 A22 9 0
2. Zustandsriickfiihrung fLiNr steuerbares Teilsystem
= liefert Verstarkung K1

Matlab/Octave: K| = place(Ay1, By, [...])
Scilab: K| = ppol(...)

=K = (K1 0
keine Riickfiihrung fiir
unsteuerbarer Teilsystem
3. Zustandsriickfiihrung in Originalkoordinaten

iT=Tr=u"z bzw. z = uZ
u=-Kr=—Kui=K=K-u
~~
K=Ku'=Ku"

Scilab: K = —stabil(A4, B,| e
Eigenwerte fiir
steuerbares Teilsystem

14



1.4.1 Nullstellen und Smith-Normalform

Zustandsraummodell [

& = Az + Bu, A e RM?
y=Cx

Hautus-Kriterium:
Das System bzw. Paar (A, B) ist steuerbar, wenn
Vs e C: rang (sI —A,B) =n

Das System bzw. das Paar (A, C) heifit beobachtbar, wenn

Vs e C: rang(sjg A) =n

Definition:
Eine Zahl sg € C heilt
1. Eingangs-Entkopplungsnullstelle (input-decoupling zero), falls

rang (sol — A,B) <n

2. Ausgangs-Entkopplungsstelle (output-decoupling zero), falls

rang <SOI L A) <n
c

3. Eingangs-Ausgangs Entkopplungsnullstelle (input-output-decoupling zero), wenn sie sowohl Ein-
gangs als auch Ausgangsentkopplungsnullstelle ist.

e Eingangs-Entkopplungsnullstelle = nicht steuerbare Eigenwerte/Modi
e Ausgangs-Entkopplungsnullstelle = nicht beobachtbare Eigenwerte/Modi

e Eingangs-Ausgangs-Entkopplungsnullstelle = Eigenwerte, die weder steuerbar noch beobachtbar

sind.
Beispiel:

1 0 0 1

0 0 -1 1

C=(1 1 0

1. Eingangs-Entkopplungsnullstelle s = —2 = stabilisierbar

2. Ausgangs-Entkopplungsnullstelle s = —1 = detektierbar
3. keine

*Mitschrift am 12.11.2014
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= Gilbert-Kriterium
Losung:

= nur steuerbare Eigenwerte erscheinen in e B.
Ausgang:

t
y(t) = Cx(t) = Cet + /C’ . eA(tiT)BU(T)dT
0

= (e, e7,0) - z(0) +/€tTdT

= nur beobachtbare Eigenwerte erscheinen in Ce?
= nur steuerbare und beobachtbare Eigenwerte erscheinen in CetB

Modifizierte Hautus-Bedingung:

Das System bzw. das Paar (A, B) ist stabilisierbar, wenn
Vs e C mit Re(s) >0: rang (sI —A,B)=n

Das System bzw. das Paar (A, C) heilt detektierbar, wenn

I-A
Vs e C mit Re(s) > 0: rang(sc >:n

Normalrang einer Polynommatrix M:

M
max rang (s)

System mit in Ein.-und Ausgingen

& = Ax + Bu, A e R B e R™™
y — CZE, C G Rmxn

Rosenbrock-Matrix

Die Rosenbrock-Matrix habe den Normalrang n+m. Eine Zahl sy € C heilt dann invariante Nullstelle

sI—A —-B
rang o 0 <n+m

Berechnung: det P(s) = 0.

16



e Beziehung zu Entkopplungs-Nullstellen
Aus

sol —A —-B

rang (sI — A,B) <n folgt rang ( c 0

) <n-—+m
als

rang <815A> <n folgt rang <8015A _OB> <n+m

= Entkopplungsnullstellen sind auch invariante Nullstellen

e Beziehung zu Ubertragungsfunktion

G(s)=C(sI - A)™'B

det <%‘%> =det (A)-det (D—-C- A7IB) fiir A regular

sI—-A —-B
C 0

Schur-Formel:

det P(s) = det < ) =det (sI — A) -det (0 — C(sI — A" (—~B))

=det (sI — A)-det (C(sI — A)"'B)
G(s)

= Nullstellen der Ubertragungsfunktion sind auch invariante Nullstellen.

Invarianzeigenschaften der inverianten Nullstellen

1. regulare Transformation des Eingangsvektors

w(t) = V=lu(t)

W) — v = AB) o (ABY)

2. reguldre Transformation des Zustandsvektors

=TT 4 B.Cys( TAT™' ,TB,CTY)
z=T""% Ahnlichkeits
-transformation

3. Zustandsriickfiihrung
u=—-Kz+w— (A, B)— (A— BK,B)
Beweis in 3.: Rosenbrock-Matrix des geschloBenen Kreises
_(sI-(A-BK) -B\ (sI-A -B\ (I, 0

P<S)_< c 0>_<C 0)(-}( Im>

—_———

det=1
Invariante Nullstellen werden durch unimodulare Transformation, die auf die Rosenbrock-Matrix an-

gewendet werden, nicht verandert.

17



Definition:
Eine quadratische Polynommatrix

U(s) € R[s]™"
heilt unimodular, falls det(U) € R\ {0}
(Determinante ist nicht Null und hangt nicht von s ab).
Folgerung:

Sei U unimodular, dann existiert Inverse U~! und die Inverse ist wieder eine Polynommatrix

1

vl Y 4
det U : j(U) |
reelle Zahl£0 Polynommatrix

Satz:

Sei M € R[s]P*™ mit Normalrang r. Dann existieren unimodulare Matrizen U,V derart, dass

mit Diagonalmatrix

Smith-Normalform:

A1 ()
A= O | e Rl
Ar(8)
0 10
mit monischen (monic) Polynome Ay, ..., A, € R[s] wobei Aj|Aa] ... [\
monisch ... hochster Koeffizient ist 1.
e Anwendung auf Rosenbrock—MatrixE]
sl—A —-B
P(s) = < c 0 )
det (U(s) - P(s)-V(s)) =det U(s)-det P(s)-det P(s)
k konst
onst ons

=det A = A (s)... A\ (s) =: p(s) fiir Normalrang r =n+m

Folgerung:

Die invariante Nullstellen sind die Nullstellen von p(s)

=-erlaubt allgemeine Definition der invarianten Nullstellen. (auch fiir rechteckige bzw. singulre Rosenbrock-
Matrizen).

Anwendung auf die Hautus-Matrizen liefert Eingangs.-bzw. Ausgangs-Entkopplungsnullstellen.

e (A, B) ist genau dann steuerbar, wenn die Hautus-Matrix (sf,, — A, B) die Smith-Normalform
(I, 0) besitzt.

e (A,C) ist genau dann beobachtbar, wenn (*;) die Smith-Normalform (%) besitzt.

5Mitschrift am 26.11.2014
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Beispiel:

—_ =

0 -1 1
1 1
rang Qs =2 < 3
e nicht steuerbar
e existiert
Eingangsentkopplungsnullstelle n — rang Qs = 1
Kalman-Zerlegung
—2
VAV = -1 , ViB=
0
= —2ist Eingangsentkopplungsnullstelle.
Smith-Normalform von
] 1 —1
(sI-A,B) = -1 s+2 -1
0 -1 s+1
ist.
Berechnung mit Matlab A = [...];
B=1]..];

s =syms(‘s?)
M = [sx eye(size(A)) — A, BJ;
S =maple(‘smith’, M, S);

19
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2 Beschreibung linearer Systeme
durch Polynommatrizen

2.1 Polynomiale Systemdarstellung

Systemgleichung: A (%) ~x(t) + B(%) -u(t) = 0 mit Differentialoperatoren.
d d
() =24
d L
B <dt> = Z%Bjdtj Konstante Matrizen.

1=

u(t) € R™, w...Steuersignale
xz(t) € R™, x...Systemsignale

20
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