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1 Grundbegriffe und Eigenschaften
nichtlinearer Systeme

1.1 Nichtlineare Ubertragungsglieder

Anordnung, die aus einem Eingangssignal u(¢) ein Ausgangssignal y(t) erzeugt.

y(t) mit Operator . y(t) = o(t)
e Beispiel:

t

y(t) = fu(T)dT @ — Ausfiihrungs der Integration
0

p(u+u*) = p(u) + p(u)

pleu) = ¢ plu).

ple-ute-ut) = cp(u) + ¢ - p(u)

e Beispiel 1:
y = p(w) u € R?
= Up - U2 yeR
plu+u) = o(ii ) u= () = (w1 + uj) - (uz + uj) =
uq - ug +uj - uy +ug - uy + ujus — nicht linear
H/_/ \/—/
p(u) p(u*)
e Beispiel 2:
y=m-u+b=:f(u). u,y,m,beR
olu+u*) = m(u+ u*) + b.
= mu + b+ mu*
— e+ g

nicht linear—affin in u

e Errinerung: Ein Ubertragungsglied heiRt zeitinvariant wenn fiir dieses das Verschiebungsprinzip
gilt.



y(t) = p(u(t)) u -in to nach rechts schieben
u(t — to)
— @(u(t —tg)) = y(t — to) — y auch um ¢y nach verschob.

e Folgerung: Da das Uberlagerungsprinzip bei nicht linearen Systemen nicht gilt , 138t nicht
der Zusammenhang zwischen den Ein und AusgangsgroRen nicht durch ein Faltungsintegral
darstellen.

e Folge:

— keine komplexen Ubertragungsfunktionen
— kein Freqiinzgang
— kein Laplace-Transformation.

— Hilfsmittel der komplexen Funktionentheorie nicht anwendbar!!

— keine allgemein giiltige Theorie— Behandlung bestimmbar Systemklassen.

— Systemtheoretische Eigenschaften, die fiir einen Unterraum des R™ entwickelt wurden, gelten
nicht notwendigerweise fiir den vollstandigen R™ lokale und globale Eigenschaften fallen nicht
zusammen.

1.2 Typische Phanomene in nichtlinearen Systeme

Linearer Fall (Errinerung)

lineares System
t=A-z, x2(0)=xz9 wzx9eR" AecR™" (1.3)

Ruhelagen: Ldsung von A -z = 0.

e wenn A reguldr (det A # 0) dann gibt es genau eine Ruhelage z. mit A -z, = 0 und z(ty) =
Te > x(t) =z YVt >t

e wenn A singuldr (det A = 0) dann gibt es unendlich viele Ruhelagen.

e Die Lésung des Anfangswertproblems lautet mit der
Transitionsmatrix ¢(t) = et =T + A-t + 1 - A2 - 12 wie folgt z(t) = @(t) - 2o
Damit gilt:
ap et < z(t) ||< ag - e?2? mit a1, az, a1, ag > 0.

e Die Ruhelage z. ist asymptotisch stabil. Wenn alle Eigenwerte von A einen negativen Realteil
haben und unabhangig von den Angangsbedinungen.

e wenn
t=A-2+B-u z(0)=xo B eR™™ ueR™ (1.4)

Asymptotisch Stabilitat von @ = A - z impliziert BIBO -Stabilitat von (|1.4))

e sinusformiges Eingangssignal — sinusférmiges Ausgangssignal



Nichtlinearer Fall

(A) Mehrfache Ruhelage (Gleichgewichtspunkte).
Nichtlinearer System , keine , eine, mehrere , unendliche viele Ruhelagen die auch abhingig von
den Anfangsbedingung sein kdnnen.
Ruhelagen: z.: z(0) =2z, > z(t) =z, V t > 0.
e Beispiel: # = —2 + 22 2(0) =129 z€R
Losung: z(t) = ‘

xo-€e
1—xg+z0-e~t

a(t)

zo > 1 keine Ruhelage

\ Zz z 1} 1 Ruhelage

\ -
/ o

(B) Endliche Fluchtzeit

Die Trajektorie eines nichtlinearen Systems kann in endlicher Zeit gegen oo oder in die Ruhelage
laufen.

|

e Beispiel: siche A. mit zg > 1
T=—y/x x9>0.

x(w:{ (Vio— 4§ firo<t<2-/x

0 sonst

Ruhelage: z. = 0 in endlicher Zeit wird die Ruhelage aus jedem beliebig moglichichen
Anfangszustand erreicht.

(C) Grenzzyklen
Anfangswert unabhangige Dauerschwingungen konstante Amplitude und T'—Periodendauer ohne
aulere Anregung.

e Beispiel:
van der Pol-Gleichung
mi+2c- (22 —1)-&+kx =0, m,ck>0.
(Feder Masse System mit posivit abhingige Diampung 2¢- (22 — 1) )
— x> 1 Positive Dampung, Energieverlust konvergierendes Verhalten.
— ¢ < 1 Negative Ddmpung, divirgierendes Verhalten.
weder unbegrenztes Wachstum , nach Konvergenz gegen 0.
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1.3 Lipschitz-Bedingung und Stetigkeit

e Satz: Sind die Funktionen f(z,t) aus (1.7) und g—i(:v,t) auf der Menge B x [to, tp + 0] mit B €
R™ stetig dann erfiillt f(z,t) lokal Lipschitz-Bedingung (1.8)

— f(=z,t) nicht stetig differenzierbar — f(x,t) kann durchaus Lipschitz-Stetig sein.

e Satz: Globale Exitenz und Eindeutigkeit

— Ausgangspunkt:
f(z,t) aus (1.7) ist stiickweise stetig int t, global Lipschitz Vt € [to,to + 7] = (1.7) hat
eine Losung im Zeitintervall [to, to + 0]
Sind f(x,t) und %—i(a:,t) auf R™ x [tg, to + 7] stetig, dann ist f(z,t) global Lipschitz,

wenn %(m,t) auf R™ X [tg, to + 7] gleichm3ssig beschrankt ist.

— Gleichmassig beschrankt:
%(:c,t) ist gleichmassig beschrankt, wenn gilt. Zu jeder positiv finiten Konstante a exis-

tiert ein 3(a) mit unabhingig von to!
|3 @to),t0)|| < a = || B @), 0)|| < Bla) Vi ltoto+r]a R

— Beispiel:
1 = —I1+ X122 af _ 14+ X . . e
Gy = @9+ 2 }f(x) = 55 = <_2 a1 UC1> f(x) ist nicht stetig diffe

renzierbar, = lokal Lipschitz
gleichmissig beschrankt?

—14 a9 T
—24+z2 11—

= nicht gleichmissig beschrankt, nicht global Lipschitz.

= max {|-1 + z2|, 22| + |1 — 21|}

— Beispiel:
¥ = —r1+T1- X2
1:2 = Tro9 —T1 T2 } f(l‘)
1 — tetig diff ierb . : .
& — tr n fa(?) StEtg CITErenzIerdar L ¢ ict lokal Lipschitz
z —X9 1—x 5r — nicht global Lipschitz

1+
( T m ) :{|—1+x2|+|xlr,|:c2|+|1—x1}
— X9 1—.1‘1

o0



2 Analyse nichtlinearer Systeme 2.

Ordnung in der Phasenebene bzw,

Nahe ihrer Ruhelagen,
Phasenportraits

2.1 Einfithrung-Motivation

System der Form

&1 = fi(wy,22) x1(0)

&y = fo(w1,22) w2(0)

10

20

mit 21, 22 € R Phasenebene 1 — x9—Ebene

Lésung von ((2.1) liefert x(t) = (21(t), 22(t))T anschaulich darstellbar in der Ebene! Rechte Seite
von ([2.1) Tangentenvektor an der jeweiligen Losungskurve. Jedem Punkt ist eindeutig ein Vektor

f(z) = (fi(z), f2(z)) " zugeordnet.

Ziel: Konstruktion von Phasenportraits
e Menge von Anfangswerten in der 1 — xo-Ebene
e Trajektorien berechnen = Ldsung von
e Familie von Trajektorien = Phasenprotrait, Zeitinformation geht verloren

x1 To T2

1

IAVAR AVARN

2.2 Qualitatives Verhalten linearer System

linearisiertes System (2.1) um die Ruhelage x1., x2,

. gfl gfl

L - . o = x o (T1—T1e

T=AT mit A= Bfé Bf; T = (xzf:me)
oxr1  Oxa

Tle;T2e

Jakobi-Matrix



A 18Rt sich in Jordan Normalform transfonieren.(RT2)
z=T-x —=2=T 1A T-2=J 2
A habe die Eigenwerte \{, A\o. Dann gibt's 4 Fille

o A). J= (Al 0> 2 Verschiedene reelle Eigenwerte

0 Ao
A0 :
e B). J= (0 >\> 1 Doppelter Eigenwerte A € R

e C). J= <Z _ab> 1 konjugiert komplexe Eigenwertpaar A = a + jb

e D). Spezialfall: mindestens 1 Eigenwert ist O Fall A). Beide Eigenwerte reell, A ist diagonal-

cr i . (A0 _ (*#1w0
dhnlich z = <O )\2) z(0) = <220>

21(25) = )\1Z1(t) 21(25) = 210 6)‘1t
. =19 . 2.2
{Zg(t) = )\222(t) Zg(t) = 290 6>‘2t ( )
Eliminieren von ¢ : %lnzzflo = )\—12111;720
(32)
= (2.3)
(32)
210
. dzp 200 Ao 32—l
St : —_— = 2z 2.4
eigung dz, Zi\g//\l A\ 21 (2.4)

e M <A\ <0 (A2 = schnell ;\; = langsam )

|Zl|—)0 %—)0
|z1] = o0 %%oo

AZ 2 T2 schnell
V2
zuriick Transform U1
— langsam
21
T1

stabile Knoten

v; die durch den zum Eigenwert \; gehorigen Eigenvektor definierte Richtung

e )y > \; > 0 instabile Knoten
wie stabile Knoten,nur Pfeile andersum



21 (t) = Z10° 6)‘1t — OO .
A2 <0< A furt —

instabile Richtung \y < 0

292 T2 V2
% instabile Richtung
U1 A >0
J 7 L1
\ / /% Sattelpunkt

stabiler Strudel instabiler Strudel

G
2

=

2.3 Qualatatives Verhalten nichtlinearer Systeme in der Nahe
ihrer Ruhelage

1 = fi(z1,22) 21(0) =210 @2 = fo(w1,22) 22(0) = 220 (2.6)
Taylor-Reihen-Entwicklung um Ruhelage (z1e, x2¢)
oL Ofi _ ofi _
T; = fi(T1e, Tae) + gt . (21— 16) + ok . (r9 — x9¢) + T.h.O
=0
< ofi  0f ~
1 e 1 -
dx1 dx1 ($1e7552e)

e Satz von Hartmann-Grobmann
Wenn die gehorige Jakobi-Matrix keine Eigenwerte mit verschwindenden Realteil hat, so
existiert ein Hom&omorphismus in der Umgebung U um die Ruhelage zwischen den Trajektori-

en des nichtlinearen Systems & = A - & h:U — R?
Ruhelagen, deren Jacobi-Matrix Eigenwerte mit nicht verschwindend Realteil haben heilRen hy-



perbolisch. Jordan-Form im Falle eines Wirbels (nicht hyperbolische RL).
J:<u 1) p =0 — Wirbel
-1 1 < 0 — stabiler Strudel

Z9 p=0
n <0
pnw >0

—

e Beispiel:
i = —x9 — pxi(z} + 23) (2.8)
iy = a1 — pae(x? + 23) '
Ruhelagen z1. = 0,21, =0
oo — 3 (43~ (L 2uy
01— 2uza0 —p(z? + 323)
Auswertung in Ursprung (Ruhelage).
af (0 -1 . ) s 1) _ .
5 00) <1 0 > Eigenwert: det (1 s) =s5°+1=0 s120==2y
Wirbel
o Beispiel Nichtlineares System: = TCOS(‘O(2 8)in (r,¢) : o= | >0 r—=0
P y ' Ty = rsing ’cp'gb = 1 <0 r — 00
t — 00

G
N

11



2.4 Konstruktion des gesamten Phasenportraits
e A Ruhelagen bestimmen
e B Linearisierung von (2.1) um Ruhelagen, Bestimmung des Typs der Ruhelagen

e C Untersuchung auf Symmetrien Symmetrie zur x1-Achse

Z2
1 = ¢1(z1,22)
To = pa(x1, 2)
(”1:992)
P2 7 fa(p1,02) = fa(1, v2)
T filet1, p2) = faler, @2)
P1 Es muss gelten
Y1 = Y1
Y2 = —P2

J1(@1,92) = fi(e1, —p2) = fi(e1, @2)
f2(@1, @2) = faler, —p2) = — fa(e1, v2)

e D Bestimmung von bestimmten Isoklinen (Punkte gleicher Steigung %)

Ldrg @ _ dry _
z.B: 22 = 32 = 0 (FluR parallel z1-Achse) 772 =

e E Priifen,ob es Trajektorien gibt, die ausgewiesenen Mengen geniigen, z.B. Trajektorien, fiir die

gilt: h(z1,22) = 0 mit ausgewiesen Fkt. h : xo = tanh (z1) Prifung, Wenn es Trajektorien
gibt die h(z1,z2) geniigen, so mul die Richtungsableitung von h entlang f immer 0O sein!.

— Also: % - f(z) =0, r = (21,72)T
— Bsp:
T = 223 — 279 h(zi,23) =21 —23+1=0
56'2:1,‘1,331 :x%—l
Ghfz)y=(01 - 2902)(2@;12@) = 223 — 229 — 2219 = 225 — 229 — 2735 + 229 = 0

2.5 Existenz von Dauerschwingung, bzw. Grenzzyklen

[Bilder]
e Grenzzyklus: -Isolierte geschlossene Kurve
3 Typen:
1. stabile Grenzzyklus
2. instabile
innenstabile
3. aussen instabile » aber auch umgekehrt.
semistabile
[ fodzy — fadaze = ff(g—ﬁ + %) dz1 dzrs = 0 kein Vorzeichenwechsel

12



Beispiel:
iy = g(w2) + 4123
To = h(SEl) + 41‘%%2

gT]c? % = 455% + 4$% >0 V(xy,z2)=(0,0) = kein Grenzzyklus

Satz: Index-Theorem
Sei N die Anzahl von Knoten, wirbeln und Strudeln, die von einem Grenzzyklus (GZ) umschloBen
werden und S die Anzahl der Sattelpunkte dann gilt wenn ein GZ existiert, dann N = S + 1

Satz: Poincare-Bendixson
Wenn die Trajektorie T" eines Systems vom Typ(2.1) in einer endl. Umgebung {2 verbleibt, dann
ist folgendes wahr:

— a T geht gegen eine Ruhelage
— b T geht gegen einen asymptot. stabilen GZ

— ¢ T ist ein Grenzzyklus

Satz: Bendixson
Fiir ein System vom Typ(2.1) existiert kein GZ in einer Umgebung (2, wenn in dieser Umgebung
df1 df

L 1 S nicht verschwinden und Vorzeichen nicht dndern.
dx1 dxo

- Beweis: :E.l = f1 ($1,$2) I:Q = fg(l'l,xg)
fo(x1,me)dxy — fi(z1,22)dre =0  Sei L geschl. Kurve eines GZ.
ff (fadxy — fidxa) = 0 Stokescher Integralsatz.

fa (fodxo — fodxa) = Off(ﬁ + df—z) = 0 damit kein GZ , auf Ausdruck nicht O sein,

dxq dxo
wenn nicht =0 , dann keine VZ wechsel, damit kein GZ

13



3 Methode der harmonische Balance

(auch. Methode der Beschreibungs-Funktionen)

e Idee: Frequenzbereichsmethoden aus linearer Theorie zur (ndherungsweisen) Beschreibung be-
stimmter nichtlinearer Systeme verwenden.

e Ziel: Vorhersage von Dauerschwingungen (DS) , Amplitude, Periodendauer

e Konzept: Fourierreihenentwicklung periodischer Zeitvorgidnge ein System jelignente Vernachla-
RBigungen fiihren zur. sog. Beschreibungsfunktion, die einfache Analyse erméglicht.

e Bezug: Nichtlinearer Standartregelkreis

nicht lineare Ub. lineare Ub.

e u

T_— fle;€) G(jw)

dann geeignete Ausdruck ersetzen, so daRl Beschreibung im Freqiinzbereich moglich

3.1 Einfiihrungsbeispiel

w = 62 ‘€
- £
s2—ds+1
Annahme Dauerschwingungen vorhanden—
e(t) = A - sin (wt)
é(t) =A-w - cos(wt)
w(t) = Adwsin?(wt) cos(wt) = A3w(1 — cos?(wt)) cos(wt) = A?Tw( cos(wt) — cos(3wt) )

N——

Grundschwingung  Oberschwingung
TiefpaBcharakter des lin. Ubertragungsglied unterdriickt die Oberschwingung
mithin: 5 ) )
A Ac d Ac d
WA W cos(wt) = Z£(Asin(wt)) = T%e(t)

14



Bildbereich : (&) — ATQS Ubertragungsverhalten des neiin Blocks, somit

E(s)
Claz v a |Z
T4 s2—ds+1
A2
w = (ij)(—x), e(t) = Asin(wt)
~——
N(Aw)

se=—-G(—jw)w=-G(jw)N(A,w)e = (1 + G(jw)N (A, w))e =0

Dauerschwingung mit Amplitude A =2 und w =1

3.2 Grundlagen der Methoden

Annahme: es existiert eine Dauerschwingung im nichtlinearen Standartregelkreis.

VorrauBetzung

1. Lineares System

nicht lineare Ub. lineare Ub.

% f(e,é) G(jw)

e L1G(s) = x&e ™ T,>0, G(0)>0, N(s),%(s) € R[s]
e L2 Pole von Z(s)/N(s) liegen links der j—Achse, 1 einfacher Pol in s = 0 erlaubt

e L3 G(jw) hat geniigend Tiefpalcharakter gradZ < grad N — 2

2. Nichtlineares System

e N1 f(_ev —6) = _f(eaé)
— eindeutige Kennline = ungerade Fkt.
— Hysterese = Spiegelung am Ursprung

e N2 f(e) bzw. f,(e), fo(e) sind monoton steigend!

fole)

-

A nicht streng
(&

A
2
/

Y A fule)

15



3. Die Freqiinz der Dauerschwingung liegt

e Z1 im Bereich der Knickfreqiinzen des linearen Teilsystems

Beschreibungsfunktion

Es gilt: u(t) = % + 3" (an sin (nwt) + by, cos (nwt))

n=1
bo :% / w(t)d(wt), ay = % / w(t) sin (nwt)d(wt), by = % / w(t) cos (nwt)d(wt)  (3.1)

wegen by = 0 wenn (L3) und (Z1) erfiillt, dann kdnnen Oberschwingungen vernachlaRigt werden,
damit

u(t) = ai sin (wt) + by cos (wt) = Msin (wt + ), mit M = / a3 + b} = arctan (%)
U = Ml (W) = (a1 + jby)el™e(t) = Asin (wt) = E = Ael™!

. . 1 jwt
Beschreibungsfunktion N (A4,w) = ¥ = %

a; + jb
A

Beschreibungsfunktion

N(A,w) =

A : Amplitude der Dauerschwingung

B : Kreisfreqiinz

al,bl aus (3.1)

Hinweis: Wenn f keine DGL in e, é ist, so hdangt N nur von A ab.

(& u
N Gliw)

Gleichung der harmonischen Balance

Im Schwingungsgleichgewicht gilt nach x G(jw) -U =—-E mit U = N(A,w)E

= (G(jw)N(A,w) +1)E =0

= G(jw)N(A,w)+1=0

Gleichung der harm. Balance komplexe Gleichung in den Variablen A,w Lésung liefert, A, w der
moglichen Dauerschwingung.

3.3 Berechnung der Beschreibungsfunktion

Spezialfalle

e ¢ = 1 Dreipunktglied ohne Hysterese

N(A) = %W A>a

= 0 = Zweipunktglied ohne Hysterese
NA) =2 4>0

°
<
Il
\.Pﬁ
I =

e ¢ = —1 Zweipunktglied mit Hysterese
N(4) = 2 = /1= (5 - 2
Allgemein: wenn keine Hysterese, dann Imaginaranteil (b1) Null!

16



qa a

y(t) u(t)
b e(t) = Asin(wt)
a

¥3 P4

wt

u(t)

f(e)

Es gilt:

o
3

u(t) sin (wt)d(wt)

3=

ap =

a; = u(t) sin (wt)d(wt)

BN BN
EO\:‘OH

a; = = bsin (wt)d(wt) = 2(cos p1 — cos p2)

A

2b

analog: by = 22 [sin (p2) — sin (gpl)}

Bestimmung ¢1, 2, Asing; = a <> 1 = arcsin %
cosp1 = ++/1 —sin? ¢

cos 1 = /T (5)?
Asings = qa > 5
cosp = —/1 — (4)?
mithin:

=2 (V=57 +

_ 2ba

—m(q—l)

ai

Dreipunktglied mit Hysterese

3.4 Losung der Gleichung der harmonischen Balance

Im

Im

G(jw)+ N(A,w)+1=0
analytisch:
N(A,w) = —@ = Re(N(A4,w)) = Re(—

Re(N (4, w)) = Re(~ gkay)

graphisch in der komplexen Zahlenebene

Gjw) = -~

N(A,w)

negative inverse Beschreibungsfunktion

Dauerschwingungen?
Im(G(jwo)) =0
Re(G(jwp)) < —a

3.5 Stabilitdt von Dauerschwingungen

1

G(jw)

e u
: aw
k: N(A)
N(A = K
e A= A, — Dauerschwingung — G((jti)) o _i
= K

A = A, + AA keine Dauerschwingung mehr
K =N(A,+ AA)

17



Im Im Im
_1 1 1
Ky Re Ry Re % Re
_1 Z1
k B | k= N(4,+ AA)
instabil A klingt auf
1 1 ¥% < ¥é

k= N(A, + AA)

AA > 0 — DS instabil
AA <0 — DS stabil

Dauerschwingung k, = N(4,)

stabil A klingt ab

AA > 0 — DS stabil
AA < 0 — DS instabil

18



4 Stabilitat nach Ljapunov

bisher behandelt:
e Systeme 2. Ordnung
e Verhalten von Systemen hoherer Ordnung schwer zu beurteilen
e Linearisierung von Ruhelagen Aussagen in Umgebung
Ljapunov-Theorie:

e Untersuchung der Stabilitat von Ruhelagen, ohne die Trajektorie (Ldsung) zu kennen
1. indirekte Methode (Linearisierung)
2. direkte Methode

4.1 Stabilitatsbegriff

Wir betrachten autonomes System der Form:

i = f(2) (4.)
f:R" - R" 2(0) = 29 € R" Anfangswert
é(z) ... Fluss von (4.1))), d.h. allgemeine Lésung

Ruhelage z¢ € R" =0 f(2°) =0 ¢(2°) = 2°

Annahme (ohne Einschrankung): 2¢ =0
(wenn x€ # 0, : Koordinatentransformation & = x — 2 = &¢ = 0)

e Definition 4.1: Die Ruhelage z¢ = 0 von ([4.1])) heisst stabil (im Sinne von Ljapunov), wenn
zu jedem £ > 0 ein §(g) > 0 existiert, so dass

|lzo|| < 0 = ||¢e(z0)|| <& Wt >0.
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stabil

0 ¢

— Anschaulich: Wenn die Trajektorie ¢¢(zo) die Umgebung mit dem Radius € nicht verlassen
soll, so muss man nahe genug an der Ruhelage z° = 0 starten, nihmlich in einer Umgebung
mit Radius 9.

— Bemerkung: Instabilitidt heisst hier nicht , dass die Trajektorie liber alle Grenzen wichst,
— Stabilitdt heisst hier nicht, dass die Trajektorie gegen einem Punkt konvergiert bzw. ein-

[Juft.

e Definition 4.2: Die Ruhelage 2° = 0 von (4.1))heisst, attraktiv/anziehend, wenn es eine Zahl
d > 0 gibt, so dass
l|zo|| < 6 = lim ¢¢(x0) = 0.
t—o0

e Definition 4.3: Ist die Ruhelage ¢ = 0 von stabil und anziehend, dann nennt man sie
asymptotisch stabil.

— Hinweis: Eine anziehende Ruhelage muss nicht notwendigerweise stabil i.s. Ljapunov sein.

Problem bei Definition 4.3: Keine Zeitaussage wie schnell konvergiert das?

e Definition 4.4: Die Ruhelage 2 = 0 von (4.1])) heisst exponentiell stabil , wenn gilt

Ja, A >0, VE>0:|¢pe(xo0)| < aonHe_’\t
———— ~—~—
(t) z(0)

in einer Umgebung B im den Ursprung.

— Anschaulich: Trajektorie konvergiert mindestens so schnell gegen Ursprung wie eine Expo-
nentialfunktion

— Es gilt: Exponentialstabilitit = Asymptotischstabilitiit
— Beispiel: & = —(1 + sin?(z))z
t

= z(t) = z(0) - exp (‘of (1 + sin? 2(7)) dT)
>1

= |z(t)] < 2(0)e™?
= ¢ = 0 ist exponentiellstabil
Bisher nur lokale Aussagen

e Definition 4.5: Wenn die Eigenschaften der asympt./exp.Stabilitit eine Ruhelage fiir alle An-
fangsbedingungen (= auf ganz R) gilt, so heisst die Ruhelage gloabl asympt. /exp stabil.

— Hinweis:
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1. linear: lokal = global
2. nichtlinear: global eher selten

3. asympt. : nur, wenn es genau 1 Ruhelage gibt

instabil
stabil stabil

~@ @

4.2 Direkte (zweite) Methode von Ljapunov

e Ziel:
Stabilitdtsaussage , ohne Trajektorie (Losung) zu kennen.

e Grundidee:

— Wenn Gesammtenergie eins mechan. elektr. chem. kontinuierlich abnimmt, dann muss das
System zur Ruhelage kommen

— Gesammtenergie: Skalar

4.2.1 Einfithrungsbeispiel

T

(D c

Kurzschluss : U =0
Energie:
V= %Cuz + %Lz’%
V =Cuc-t.+ Ligir
=uc(—Guc +ir) + ir(—Ur — Rig)
=— Gug + iRU: — IRU: — Rﬁg
= — Gu? — Ri% < 0 fiir (ue,ir) # (0,0)

=-Energei wird kontinuierlich abgebaut!
Verallgemeinerung: Ljapunov-Methode
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4.2.2 Positiv Definite Funktionen

e Definition 4.5: Sei D < R" eine offene Umgeb. von 0.
Eine Funktion V : D — R heisst lokal positiv definit wenn

1. V(z) ist stetig differenzierbar
2. V(0)

3. V(z) > 0 fiir alle z € DO gilt zusatztlich D = R™ und 3d > 0 und inf V(z) > 0, dann
heisst V' positiv definit ||x|| > d

Genliigt V in 3. lediglich der Bed.

3" V(z) >0 Vaz e DO dann heisst V' (lokal) positiv semidefinit
V(z) heisst (lokal ) negativ (semi-) definit, wenn V' (z) (lokal) positiv (semi) definit!
e Beispiel:
— V(x) aus Abschnitt 4.2.1 ist positiv definit

— mechanische Energie eines Fadenpendels

Bewegungsgleichung

ml?% + mgl sin(x) = 0

T m

V(z, &) = $mi?i* + mgl(1 — cos(z)) positiv definit
— kinetische Energie des Fadenpendels:

V*(z,&) = gml%i® >0

nur positiv semidefinit: V(z,2) =0 fir £ = 0,z # 0
— V(x1,72,23) = (71 + x2)? positiv semidefinit

- V(x1,29,23) = 21 — 209 + x% nicht positiv semidefinit = nicht pos. definit

4.2.3 Stabilitatskriterium

e Satz 4.1: Sei x° = 0 eine Ruhelage von (4.1) und D € R" eine offene Umgebung von 0. Existiert
eine Funktion D — R derart, dass

— V(z) ist auf D positiv definit L
— V() ist auf D negativ semidefinit

dann ist 2° = 0 lokal stabil
ist V' (z) auf D sogar negtativ definit , dann ist z¢ lokal asymptotisch stabil.
Zu dem Fall heisst V' Ljapunov Funktion

e Hinweis: V(z) = L;V (z) ist Lie-Ableitung von V entlang des Vektorfeldes f
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e Vorgehen: Konstruiere zu einem System (4.1) eine Funktion V' (z) und zeige, dass es sich um

eine Ljapunov-Funktion handelt.

e Achtung: Kriterium ist nur hinreichend (wenn V' (x) keine Ljapunov-Funktion, dann folgt daraus

4.3

nicht, das z. = 0 instabill)
— Beispiel: # = —g(x)
x g(x) lokal Lipschitz auf (-a,a)
x g(0) =0imgl zg(x) >0 Vr#0Azx € (—a,a)
V(z) = fg(ﬁ)d& — positiv definit
0

Viz) = L,V(z) = %—‘;j: = %—Z(—g(az)) = —¢?(r) < OVz # 0 — negativ definit
. = 0 lokal asymptotisch stabil.

R .fl = T2
x Beispiel: <x’2 _ —asin(xl)—bx2> a,b>0

Fadenpendel mit Reibung , a = ,b : Reibung

Ljapunov-Funktion Kandidat

V(z) = a(l — cos(z1)) + 323 — positiv definit

V(x) = asin(z))i) 4+ zods = azgsin(x1) — azxy sin(zy) — b

V(x) = —bx3 negativ semidefinit V(z) = 0 < x5 = 0 A z; € R img2 negativ
semidefinit (nur Stabilitdt nachgewiesen!)

Definition: Sei x. = 0 eine asymptotisch stabile Ruhelage von (4.1). Man nennt die
Menge B = {zg € R"|lim;_,c ¢¢(z¢) = 0} den Einzugsbereich von z. img3
Ist B = R", so ist die Ruhelage global asymptotisch stabil

Definition: Eine Menge M € R™ heisst positiv invariante Menge des Systems & = f(x), wenn
das Bild der Menge M under dem Fluss ¢; die Menge M selbst ist, d.h.
$(M) = MYt >0
img4 alles,was in M startet, (oder in M hineinliuft), verbleibt in M
Satz 4.2: Sei z. = 0 eine Ruhelage von (4.1). Existiert eine Funktion V' : R” — R mit
— V() positiv definit (global)
— V() negativ definit (global)
— V(=) radial unbeschrankt — lim o V(z) — o
Dann ist z. = 0 global asymptotisch stabil.
Satz 4.3: Sei z. = 0 Ruhelage des Sysems (4.1) und V : D — R wenn
- V(ze) =0
= V(z) > 0 fir ||z| klein
- V(x) lokal positiv definit ist dann ist x. instabil

Invarianzprinzip (Satz von La Salle)

Problem: Direkte Methode von Ljapuvon weist haufig nur Stabilitdt, aber keine asymptotische
Stabilitdt nach (wenn V(x) nur negativ semidefinit)

Satz 4.4: fiir ein System des Typs (4.1) sei eine Funktion V' : R™ — R gegeben
— Fireinl > 0ist 2. = {x € R"|V(x) <1} kompakt (abgeschlossen/beschrankt)
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- Ve 2, gt V(z) <0
- R={z e 2:|V(z) =0}

— grdsste positiv invariante Menge M in R bestimmen
= dann strebt fiir t — oo jede Trajektorie, die in (2, startet, gegen M
wenn M = x. dann ist x. lokal asymptotisch stabil imgb

:'Bl =9 (a)
9 = — asin(zy) — bxgy (b)
R ={z € 2.|xs = 0}
(4.1)
190=0 = 21=0 x29=0
(a)
(b)=21=0=M =(0,0) =z, ze = 0 lokal asymptotisch stabil
4.4 Variable Gradientenmethode
e Ziel: Systematische Konstruktion einer Ljapunov-Funktion.
e Beispiel:
&1 =9 ((4.3) Ruhelage z. = (0,0))
:i'z = — T2 — l’:l)’ (4.2)

Vorgabe eines Gradienten fiir skalare Funktion V()
(V)T — 367:; _ <V11(95)l‘1 + Via(z)x2
oz s Var(z)m1 + Vao(z) 22

o 9V _ 9 9V .
8x¢87j  Ox; Ox; t 7& J

> Integrabilitdtsbedingungen miissen erfiillt sein

T ein Gradient von V() so ist das Integral iiber (%—)T wegunabhingig

e Erinnerung: Ist (%—‘;)
Fiir (4.3) lauten Integrabilititsbedingung
7= = (Via(z)a1 + Via(2)22) = 52 (Var ()21 + Vaa(z)22)

x oVia(z Va1 (z w
it = 5;” zy + Via(z) = 82;” o1+ Vo (z) + 22
2 1
=0 =0
Vig(z) = Vai(z)=0b
e Wahl: Vi1(z) = a(xy) = %—Z = <Zixll$é(;- ;)i2)
Vao(z) = c(2) . 2
Festlegung von a(z1), c(z2) und b, so dass V' negativ definit
V= g—xm + g—:;:'cg = —bx} 4+ (b — c(x2))23 + (a(x1) — b — c(w2)2?) 2172
term0
muss negativ definit sein!
_ 2
a(z1) = b c(zz)ay damit term0 = 0
clxy) = d

o liefert: V = —ba} + (b — d) 23
~——

terml
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e Wahl: d > b — damit term1 < 0 negativ definit

Bestimmung von V Integration von (ZX)T

5, ) Uber x1,z2 da wegunabhangig

Viz)= [ 9V(€,0)+ f OV (21, 6)de
0

V(x)

b d . S
:Z:r% + 5:@ + bxr1xg + 51:% muss positiv definit sein!

b b, d
=5 (@] + 21w2 + 23) — Jaf + Jad
d d b
=5 (11 +22)" + (5 = )3

positiv deinit fiir b > 0 und d > b
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B: Regelung nichtlinearer Systeme

B.1: Stabilisierungsprobleme

e Asymptotische Stabilisierung
Nichtlinearer System: & = f(x, u,t)
Regelgesetz finden u = g(-, t) so dass wenn g € £2, ¢¢(xo) — 0 fiir t — o0
u = g(x,t) — statisches Regelgesetz & = g(u, x, &,t) — dynamisches Regelgesetz
wenn ¢.(zg) — x4 gewiinscht, dann Transformation z* = x — 4

e Folgeregelungsproblem
System: & = f(x,u,t) y= h(x)
Solltrajektorie fiir y : y4(t)
Regelgesetz u = ¢(-, %), so dass,wenn xg € 2 y(t) —yq(t) — O fiir t — oo und x beschrankt.

B.2: Einfiihrungbeispiel

System:

& =azx —bz> +u a,b>0

Y = z,u € R
Regelgesetz 1 Wunsch u so dass geschlossene Kreis folgender Dynamik geniigt
t=—-kr k>0
Wahl:

u=—ax+ bz — kx Reglerparameter: k
u=—(k+a)x+ba® k>0

Regelgesetz kompensiert auch den Term —baz3.

Sinnvoll? Nein, denn —bz3 ist eine nichtlineare Dampfung, die dafiir sorgt dass x stets beschrinkt
ist, auch wenn az fiir Instabilitit sorgt.

Folgendes Regelgesetz 2 reicht

u=—(k+a)r —i=—kr—>bx® x=0 asymptotisch stabil

+Vorteil -Nachteil
Regelgesetz 1 | exponentielle Stabilisierung Implementierungsaufwand
Regelgesetz 2 Einfachheit nur asymptotisch Stabilisierung
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B.3: Vorsteuerung
In nichtlinearer Regelungsaufgaben ist die Vorsteuerung haufig wichtig
o liefert Information fiir Uberfiihrungsaufgaben

e kompensiert bekannte Stérungen
Bildl. Regler kompensiert nur Fehler in der Steuerung und Stérungen Bild2
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5 Intergrator-Backstepping

5.1 Einfiihrungsbeispiel

System:
iy =22 — 23 + 19 (5.3a)
g =u (5.3b)

e Schritt 1: Stabilisierung des 1. Teilsystems

i1 =2} — 23+ 2 — Betrachtung als neuer Eingang mit dem Regelgesetz zo = a(z1)
~—

=a(z1)
— & =27 — 23 + afz) (5.4)

sinnvolle Wahl (vergl. Abschnitt B.2)

(X(Z’l) = —x% — k11 k1 >0

Damit Dynamik geschlossenen Kreises des 1. Teilsystems: i1 = —3 — k71
Stabil?

1 . . ..
Vi(xy) :ix% positiv definit radial unschrankt

1
Vi(z1) 2533%
Vl(ml) = —x‘ll — l{:lx% negativ definit

ja global asymptotisch stabil

e Schritt 2: Fehler in a(z1)
— x9 muss sich so verhalten , wie durch (1) gefordert. Real ergibt sich jedoch Fehler:

29 :=x9 — a(x7)

=xo 4 27 + ki1

zo muss gegen Null gehen, damit zo = «(x1) erfillt und somit auch x; — 0 geht. Also wird
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Differentialgleichung fiir zo benétigt

29 =9 + 22121 + k121
= @9 +(2x1 + k1) 31
N N

5.3b 5.3a
=x2

. 2 3., '
Zo =u+ (2z1 + k1) (27 — x] + 22 + a(z1))
System in neuen Koordinaten

i) =27 — 23 + 29 — 27 — k2

~——

a(z1)

T, =— ZL‘? — kix1 + 29 (5.53)
Z9 =u + (2561 + kil)(*fﬂ? — kix1 + 2’2) (55b)

e Schritt 3: Wie uw wahlen , damit 29 — 0

1
Va(z1, 22) =Vi(z1) + 523

Vao(1, 20) =281 + 2080 = —x] — k122 + 2120 4+ 20(u 4+ (221 + k1) (=23 — k121 + 2))

— muss negativ definit sein —u!

Vs ist zum Beispiel wie folgt negativ definit
VQ(ZL’l, 22) = —:Z,‘All — ]{711'% — k‘gzg ]4}1, ko >0
u so wahlen,dass das gilt
u = —kozg — (2551 + k:l)(—xi” — kiz1 + 22) — X
— Regelgesetz mit zo = x4 + x% + k121 und Parameter k1, ks > 0

5.2 Verallgemeinerung
Systemklasse

1 =f(z1) + g(z1)72

iQZ’LL
glER"
ro ERjueR

e Schritt 1: Stabilisierung 1.Teilsystem zo = a(z;) fiktives Regelgezetz
iy = flay) + glay)alz,)
Ruhelage z; = 0 ist zu stabilisieren = «(z;) entsprechend wahlen.
Ljapunov-Funktion V' (z;) positiv definit
iiblicherweise:

Vi(z) :%‘r%l +o Tt %x%n

V() =£1V(Jr1)(f(:r1) T g(zy)ala)

a(z;) so, dass gilt V(z;) < W(z;) <0
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e Schritt 2: Fehler zwischen x2 und a(z;)
Fehler: zo = 9 — a(x;) — neue Koordinate
alte Koordinaten. (z;, z2)
neue Koordinaten. (z;, z2)

Stabilisieren :

zq =0

2o =0

sieche oben damit Fehler zwischen z9 und a(z;) =0
System in neuen Koordinaten

i =f(21) + g(z1)(22 + (zy))
29 =T9 — &(xy)
_ da(zy)

=u o, (f(zy) + g(z1) (22 + a(zy)))

e Schritt 3: Wahl von u so, dass auch zo = 0 asymptotisch stabil.
Vo(zy,22) = Vi(zy) + 22 positiv definit, radial unbeschrénkt

Va(zq, 22) ngvldh + 2229
e
v
:% (f(@1) + g(z1) (22 + alzy))) + 22 <u - (()(g;xl)(f(xl) +g(zy) (22 + a(xl))))
L] T,
= gﬁ(f(xl) +g(zr)a(zy)) + g}ig(ml)zz + 2 (u - a‘;ﬁj’?) (f (@) + g(z1) (22 + oz(acl)))
<Wi(z,) negativ definit negativ definit machen iiber Wahl von u

u — so, dass Vs negativ definit
fehlt etwas hier

Anmerkungen:

a) Systeme des Typs
z, € R"
xo,u € R
Zy =f(z1) + g(z1)w2
Ly =fa(z), 22) + g, (21, 2)u

Wahl eines neuen Eingangs u* mit u* = mm — fa(zq,22))
fihrt auf

iy =f(z1) + g(z1)72

To =u*
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b) Systeme in strict feedback form

& =fo(z)z: r €R"

i1 =fi(z, 1) + g1(z, ¥1)22 r,u €R
1=1,...,k

iy =fr(x, 21, .. 2) + gz, 21, - 20

Backsteppingschnitte mehrfach von oben nach unten wiederholen.
Einfiihrungsbeispiel:

i1 =ax? — T + 2o a ist unbestimmmt

To =u 0 < amin < a < Amazr Normalwert fiir Entwurf ag

1. Fiktiver Eingang: zo = a(x1)

1
Vl(:lil) :il‘%
1%} :xl(ax% — xi’ + a(z1))

= — 2] + ax? + ri0(zy)

Wahl: a(z1) = —ap2? — kiz1
dann _
Vi = —x‘f—klx%—i— (a — ag)x:f kann k1 so gewahlt werden, dass V;negativ
~—_———
kann negativ Definitheit von V zerstdren
definit?
Vi =—a}+ (a—ag)x} — ka?
= —2}(2f — (a — ag)z1 + k1)
2 2
a — agp a — agp
:—x%(x%—(a—ao)azl—i-( 1 S _{ 1 ) + k1)
2
2 a—ag,o (a —ao)
=_ — fy — - 20)
1 <($1 5 )tk 1 >
fehlt einiges
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6 Sliding-Mode-Control

Gleitregime-Regelung!
Grundidee: Es ist einfacher ein System erster Ordnung zu regeln, als ein System n ter Ordnung n > 1

e Problem n—ter Ordnung in Problem 1.0rdnung iiberfiihren.
Vorgehen: System auf Gleitflache bringen und entlang dieser in die Ruhelage iiberfiihren. Im1.

6.1 Einfiihrungsbeispiel

System:
551 =9 (613)
2 =f(2) + gle)u 9(z) > 0 (6.1b)

Ruhelage: z, = (0,0)
Ruhelage von x; : 0 stabil, wenn gelten wiirde

1 = —ax a>0

Wie Realisierung?
Definition einer Gleitflache

5 =Ty + axy (6.2)
Dann gilt mit (6.1a)
T1 =x9 =S —axry

Wenn sichergestellt wird, dass s = 0, dann gilt tatsichlich 1 = —ax;

=21 — 0 flrt — oo, da s =0 gilt auch wegen (6.2). x2 — 0 fiir ;1 — 0
Wie stellt man sicher, dass s = 07

Es gilt:

S =x9 + axy
§ =i+ axry — f(x) + g(z)u + azs (6.3)

Es soll gelten: s = 0, also Stabilitdt von s = 0 mit (6.3) untersuchen.
Direkte Methode von Ljapunov



<0 firs>0
f(x) + g(z)u + axs {> 0 firs<0 (6.4)

< —Mg(m) fir s >0
u _ f@)+azs

g(z)
> e fir s <0

_ f@) taxy can(s
u = T Ksgn(s) K>0 (6.4)

mit s = ax1 + o

6.2 Verallgemeinerung
Systemklasse:

:i:l =T2
To =3 zeR"” uwelkR

Tp—1 =Tp
in=f(2)+g(@u y=x1 (6.6)

f(z) nicht genau bekannt, aber nach oben durch stetige Funktion beschrankt g(z) nicht genau be-
kannt,aber von bekannten festen Vorzeichen und durch bekannte stetige Funktion beschrankt!

Ziel: Zustand = (1, ...,2,)" einer Solltrajektorie Tyep = (T1refs- - xn,ref)T nichtfiihren.

Regelabweichung:

T =L — Zpef
g:xl_xl,ref
t
t) =(—+)""'g 6.7
s(z,t) =(Z+)""y (6.7)

2
z%g + 2)\%31 +A%g
Es soll gelten: s(z,t) = 0 &~ Bewegung auf der Gleitflache
s=0= (% + M)~ 17 = 0 lineare Differenzialgleichung (n — 1) ter Ordnung
Losung: y=0=z =0
— Skalarer s auf 0 halten, Reduktion eines Problems n.ter Ordnung (z = z,.;) auf ein Problem
1.0rdnung (s = 0)
Forderung, damit s = 0 gehalten wird.

1

V:§s2—>V:sS<O V s#0

bzw. mit Sicherheitsabstand V =55 < —q|s| <0 V s#0

1d
5%32 < —n)|s| sogenannte Gleitbedingung (6.8)
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Reglerentwurf auf Basis von (6.7) und (6.8)
Beispiel:

& =f(z,&,t) +u

mit f(z,4,t) = —a(t)i? cos(3z)
y==c
1<a(t) <2

1. Wahl der Gleitflache (n = 2)
s=(GFTNI=0+X)  §=Y—res

S=y+\y ' ‘
§ = f(x,2,t) + U — Tpef(t) + NE(t) AT

g

=y

2. Gleitbedingung

142 < sl

58 = s(f(w,@,t) +u — Frep(t) + AN2(1)) < n|s|
. . _[<—n firs>0

_a(t)x2cos(3:x)—I—u—xref-l-)\x{ S0 firs<0
a(t) — nicht genau bekannt a darf nicht explizit im Regelgesetz vorkommen
u{§ Bref — AT + ai? cos (3z) — fir s >0

> Gpep — AT + ai? cos (3z) + 1 firs <0
" {§ Bref — AT — @2al cos (3z)| — n

> Gpep — AT + @2al cos (3z)| +

1 < a < 2 worstcase a = 2

= U = Tpep — AT — (22| cos (37)] + n)sgn(s) mit s =

S

< Gpep — ANF — i%2| cos (3z)| — 7
> Fref — AT + 22| cos (3z)| + 1
Y+ Ay

U < Fpep — AT —242| cos (3z)|—n < dpep — AT —i%| cos (3x)| —n < Fpep — AT +ai? cos (3z) —n
Reglerparameter:

n — stellt ein wie schnell s — 0

A stellt Fehlerparameter in ¢ ein
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7 Feedbacklinearisierung

7.1 Fehlt etwas

7.1.1 fehlt etwas

System:

T1 =sin (.’Eg) + (562 + 1)1‘3
By =it +u (7.5)

Yy =T

Schritt 1: y solange ableiten, bis u auftaucht.

Yy =x1
Yy =21 =sinxy + (132 + 1).@3
= (cos(z2) + 1’3)(1{) + x3) + (x2 + 1)x% + (z2 4+ 1u (7.6)

fi(z)

u taucht in 2.Ableitung von y auf = man sagt, das System habe den relativen Grad 2.

Schritt 2:

Wahl von u so, dass ein linearer Zusammenhang zwischen ¢ und einem neuen (fiktiven) Eingang v
entsteht.

Einfachst moglichstes Wunschsystem: 4 = v

Also Wahl u:
u= (- i) (7.7)
=j=v (7.8)

Schritt 3: Stabilisierung von (7.8) durch geeignete Wahl von v (lineare Methoden!)
Y = Yrey flir t = oo

U:yref_Kl(y_yref)_KO(y_yref) =0 (79b)
Ki,Ky>0= stabil = Y = Yref
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Schritt 4: Stellgesetz angeben
(7.9a) in (7.7)

w= xi G+ Ko+ Kof — fi(2) (7.10)

g =Y = Yref
den System wird eine lineare Fehlerdynamik aufgepragt

Schritt 5: Uberpriifung
2 Probleme

a) wenn z3 = —1 dann Stellgesetz (7.10) bzw. (7.7) nicht definiert! Ausserdem ist der relative Grad
dann nicht mehr 2 (nicht wohldefiniert)

b) Regler sorgt fiir eine stabile Dynamik 2.0rdnung, das System ist jedoch 3.Ordnung
= Es gibt eine interne Dynamik, die durch die Eingangs-Ausgangs-Linearisierung (unsichtbar)
wird, wenn diese instabil, so ist der Regler damit ungeeignet!

7.1.2 Relativer Grad

Das System (7.4) hat an der Stelle zp € D den relativen Grad r, wenn gilt

L,LEh(z) =0 fir K =0,1,...,7 —2
Lol *h(z) #0 Yo e D

Erinnerung Lyh(z) = Ahf = 92 f ()
entlang des Vektorfeldes f a

Li'h =Ly(Ly""h)
LoyLth =A(Lsh)g

y =h(z)
. Oh . oh

=5 &= 82@(&) + g(z)u)

oh oh
~ gl (@) + Fg(@)u
0
j =Ls*h(z) + LyLyh(z) u
-0
fehlt einiges

7.1.3 Verallgemeinerter Entwurf

System (7.4), r <n
Schritt 1: Eingangs-Ausgangs-Zusammenhang erzeugen (y solange ableiten, bis u auftaucht)

y =h(z)

y") =Lih(z) + Ly} h(z)u
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mit LgL;flh(g) #0 Va € D Schritt 2: u so, dass ein Zusammenhang entsteht.
Waunsch:

1

MV=V=u=—o—(V - Lh(z 7.11
yir) LV Hihe) (711

Schritt 3: Stabilisierung von (7.11) durch Wahl von V/
V= yr(,z)f — K9 Y — o — Ky — Kog U =1Y—Yres mit K,_1,..., Ko so, dass Wurzeln des

char. Polynoms alle in der LHE liegen!
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