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Kurzfassung

Die vorliegende Arbeit beschéftigt sich mit dem modellbasierten Steuerungs- und Regel-
ungsentwurf fiir ein unteraktuiertes, mechanisches System mit drei seriellen Pendeln, die
nacheinander drehbar an einem horizontal beweglichen Wagen auf einer Fithrungsschiene
befestigt sind. Der Wagen wird dabei liber einen Zahnriemen von einem Synchronmotor
angetrieben. Fiir den Steuerungs- und Regelungsentwurf werden die Bewegungsgleichun-
gen des Systems mittels des Lagrange-Formalismus hergeleitet und es wird eine partielle
Eingangs-Ausgangslinearisierung vorgenommen. Anschliefend wird eine Parameteridentifika-
tion durchgefiihrt. Fiir die Stabilisierung in allen Ruhelagen wird ein Zustandsregler mittels
Polplatzierung sowie ein zeitinvarianter Riccati-Regler entworfen. Fiir die Uberfithrung
aus der unteren stabilen Ruhelage in die obere instabile Ruhelage wird eine Trajektorie
mittels des Kollokationsverfahrens ermittelt. Um ein besseres Folgeverhalten entlang der
Solltrajektorie zu erzielen, wird ein zeitvarianter Riccati-Regler eingesetzt. Auflerdem wird
ein erweitertes Kalman-Filter fiir die Schatzung des nicht messbaren Zustands entworfen,
implementiert und erfolgreich getestet.

Abstract

The present diploma thesis deals with the model based feedforward and feedback controller
design for an underactuated mechanical system with three pendulums which are rotatably
mounted on a sliding cart. The cart moves horizontally on a rail track and is driven via a
toothed belt by a synchronous motor. In order to design a feedforward and feedback control-
ler, the equations of motion of the system are derived by use of the Lagrange-Formalism.
After that, a parameter identification is carried out. In order to stabilize the system in all of
its equilibrium points, a time-invariant Riccati controller and a feedback controller by means
of pole placement are designed. The solution of trajectory for the swing-up maneuver from
the lower stable equilibrium point to the upper unstable equilibrium point is calculated by
use of a collocation method. In order to achieve a better trajectory tracking performance, a
time-variant Riccati feedforward controller is applied. Finally, an extended Kalman-Filter for
the estimation of the non-measurable state is designed, implemented and successfully tested.
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Kapitel 1
Einleitung

1.1 Motivation

Ein inverses Pendel stellt ein nichtlineares, instabiles System dar. Dessen Stabilisierung in
der aufrechten Position ist eines der anschaulichsten Beispiele der Regelungstechnik. Es
ist vergleichbar mit dem Balancieren eines langen Gegenstands auf der Fingerspitze und
ist erfahrungsgemafl schwierig. Jedoch léasst sich das Problem mit Hilfe einer geeigneten
Regelung losen.

Die Realisierung erfolgt meist mit einem Schlitten. Dabei ist das Pendel um eine
horizontale Achse drehbar auf dem Schlitten gelagert, der wiederum durch geeignete
Aktorik in horizontaler Richtung bewegt werden kann. In der vorliegenden Arbeit wird
ein dreifaches Pendelsystem betrachtet. Seine Grundfunktionalitat findet sich in der
praktischen Anwendungen in vielen Bereichen. Beispielsweise in der Steuerung von
Segways' oder der senkrecht landenden SpaceX-Tragerrakete?.

Das Institut fiir Regelung- und Steuerungstheorie an der TU-Dresden verfiigt iiber
einen Dreifachpendel-Versuchsstand. Im Vergleich zum inversen Pendel sind zusétzlich
noch zwei Pendel vorhanden und sind in Reihe zu dem inneren Pendel aufgehangt.
Der Aufbau besteht im Wesentlichen aus einem Wagen, der auf einer Schiene gleitet
sowie dem drehbar am Wagen gelagerten inneren Pendel. Ahnliche Ausfithrungen mit
dreifachen und zweifachen Pendelplattformen existieren bereits als Versuchsstand an
der Universitat Stuttgart und der TU-Wien.

Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, bei diesem Versuchsstand zu zeigen, eine
erfolgreiche Implementierung der Ruhelageniiberfithrung mittels einer Trajektorie und
eine Positionierung des Wagens an einer gewiinschten Stelle zu realisieren, wéhrend
dabei die Stabilisierung in der instabilen Ruhelage erfolgt. Dies soll ausschliefllich durch
die Positionsregelung des Wagens erreicht werden, d.h. in den Pendel-Gelenken wirkt
keine Kraft.

Fir die Modellbildung, Simulation und Bestimmung der Trajektorien werden in
der vorliegenden Arbeit die frei verfiighare Python-Bibliotheken NumPy [1/], SymPy [22],
SciPy [20] und Matplotlib [12] sowie PyTrajectory [9] als Hilfsmittel intensiv genutzt.

1Segway: http://www.segway.com/
2SpaceX: http://www.spacex.com/
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1.2 Gliederung 2

1.2 Gliederung

Die Arbeit gliedert sich wie folgt: Kapitel 2 stellt den mechanischen und elektrischen
Aufbau des Versuchsstands vor und gibt Einblicke in die Struktur des realen Systems.
Im Anschluss werden in Kapitel 3 die Bewegungsgleichungen des Systems hergeleitet
und folgt deren partiellen Eingangs-Ausgangs-Linearisierung. Daran schliefit sich die
Parameteridentifikation der Regelstrecke sowie Verifikation des Modells mit der Mess-
ung in Kapitel 4 an. Der Reibung in den einzelnen Gelenken wird dabei besondere
Beachtung geschenkt. Kapitel 5 beschéaftigt sich mit der Bestimmung der Ruhelagen
und Jacobi-Linearisierung sowie dem Reglerentwurf fiir die Stabilisierung in allen Ruhe-
lagen. AnschlieBend folgt der Trajektorienentwurf fiir die Uberfiihrung der Ruhelagen
sowohl auf Basis des nichtlinearen als auch linearen Modells. Auflerdem ist der Entwurf
eines Folgereglers entlang der Solltrajektorie ebenfalls Bestandteil dieses Kapitels. Da
die Zustandskomponenten nicht alle messbar sind, wird in Kapitel 6 ein erweitertes
Kalman-Filter fiir die Schatzung der nicht messbaren Zustandskomponenten entworfen.
Mit der Zusammenfassung der gewonnenen Erkenntnisse und dem Ausblick endet die
Arbeit in Kapitel 7.



Kapitel 2

Versuchsstand

Dieses Kapitel beschreibt den Aufbau des Dreifachpendel-Versuchsstands der Firma
HASOMED GmbH am Institut fiir Regelungs- und Steuerungstheorie der TU-Dresden.
Der Versuchsstand dient perspektivisch als Demonstrator fiir die Lehre und Prak-
tika und veranschaulicht das Verhalten verschiedener Regelungsalgorithmen auf einem
anspruchsvollen realen System.

2.1 Aufbau des Versuchsstands

Der Dreifachpendel-Versuchsstand ist als ein elektrisch angetriebenes, mechanisches
System aufgebaut und in Abbildung 1 dargestellt. Der Aufbau besteht im Wesentlichen
aus drei Pendeln und einem Wagen, der auf einer etwa drei Meter langen horizontalen
Fithrungsschiene iiber einen Zahnriemen gefiihrt wird. Die Pendel sind einzeln abmon-
tierbar und ermoglichen damit, auch die Konfiguration als Einfach- und Zweifachpendel-
Versuchsstand.

Abbildung 1 — Dreifachpendel-Versuchsstand
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Sowohl die Winkelmessung der einzelnen Pendel als auch die Positionsmessung des
Wagens erfolgen tiber die im Gelenk und Wagen eingebauten Quadraturencoder. Die
Signale werden dann in die Gelenkachse optisch tibertragen, um eine Reibung durch
Verkabelung zwischen den Gelenken zu vermeiden.

Fir die Steuerung und Regelung sowie Messsignalverarbeitung steht ein Modul
sbRI0-9636 von National Instruments (NI) (siehe Abbildung 2) zur Verfiigung, welches
iiber LabVIEW programmiert werden kann. Es verfiigt iiber einen Mikroprozessor mit
einem Takt von 400 MHz und einen rekonfigurierbaren FPGA sowie I0-Schnittstelle.

Die Aufgabe der Steuerung und Regelung wird von dem Mikroprozessor ibernommen

und sequentiell in Echtzeit abgearbeitet, wobei die Auswertung der Encodersignale im
FPGA geschieht.

Abbildung 2 — sbRI0-9636 von NI

Der Wagen wird iiber einen Zahnriemen von einem Synchronmotor angetrieben. Die
Drehzahlregelung des Synchronmotors iibernimmt ein unterlagerter PI-Regler, welcher
iiber eine serielle Schnittstelle eingestellt werden kann. Der PI-Regler erwartet seinen
Referenzwert als elektrische Spannung, daher wird die Solldrehzahl entsprechnend in
Spannung umgewandelt. Die maximale zuldssige Spannung betriagt hierbei 12V, wobei
diese einer Geschwindigkeit von 4.2ms™! entspricht.

Fiir die Gewéhrleistung des sicheren Betriebs sind die linken und rechten Rander
der Fithrungsschiene durch zwei Notschalter geschiitzt, die bei Uberschreitung des
zulassigen Positionsbereichs die Leistung des Motorumrichters automatisch abschalten.
Neben den Notschalter hat der Versuchsstand auflerdem zwei Lichtschranken sowie zwei
Federdampfer. Die Lichtschranken ermdoglichen eine softwareseitige Abschaltung des
Umrichters. Fiir den Fall, dass der Wagen doch nicht stehen bleibt, wird er durch den
Federdampfer bis zum Stillstand gebremst.

lsbRI0-9636: http://sine.ni.com/
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Kapitel 3
Modellbildung

In diesem Kapitel wird die Modellbildung des Dreifachpendels durchgefiihrt. Es werden
die Bewegungsgleichungen des Systems mittels des Lagrange-Formalismus aufgestellt.
Abschlielend erfolgt die partielle Eingangs- Ausgangs-Linearisierung, welche zu einem
vereinfachten dquivalenten System fiihrt.

3.1 Aufstellen der Bewegungsgleichungen

Um das Verhalten des Dreifachpendels hinreichend genau wiedergeben und untersuchen
zu konnen, wird ein Starrkérpermodell entwickelt, welche die Herleitung der Bewegungs-
gleichungen erheblich erleichtert. Dafiir wird die Euler-Lagrangesche Gleichung zweiter
Art [2]

d (0L(q,q 0L(q, ¢ 0 OR (4
dt oq; 0q; 0q; 0q;
mit den verallgemeinerten Koordinaten g € R* verwendet. Dabei stellt £(q,q) die
Lagrange-Funktion dar und wird gebildet als die Differenz von kinetischer und poten-

tieller Energie:

L(q,q)=T(q,q) —U(q). (3.2)
Die von auflen auf das System einpriagende Momente und Kréfte lassen sich durch 7
darstellen. Der Vektor 7 € R* ergibt sich dann fiir das konkrete System

=10, 0, 0 F] . (3.3)

Wie man sieht, entsteht eine direkte Kraftwirkung F' durch den Riemenantrieb nur auf
den Wagen. Damit ist das System unteraktuiert.
Die Reibung in den Gelenken wird durch die Rayleighsche Dissipationsfunktion

) 1. . 1 . . 1 ) .
R(q) = §d190% + §d2(@2 — 1) + §d3(903 — $9)? (3.4)

mit den viskosen Reibungskoeffizienten dy, ds, d3 modelliert [1].

Die Kinematik des Dreifachpendels, dargestellt in Abbildung 3, ldsst sich durch die
Winkel ¢4, o und @3 sowie die Position des Wagens x als verallgemeinerte Koordinaten
q beschreiben. Damit verfiigt das System iiber den Freiheitsgrad f = 4.
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Die verallgemeinerte Koordinaten q werden folgendermafien gewéahlt:

q:[%, P2, 3, xo}T- (3.5)

Die Pendelwinkel ¢, vo und ¢3 stehen als Absolutwinkel gegentiber dem inertialen
Koordinatensystem {z,y} zur Verfiigung.

3

ms, 13, J3

Zo

Abbildung 3 — Starrkérpermodell des Dreifachpendel-Versuchsstands.

Abbildung 3 zeigt eine schematische Darstellung des Dreifachpendels auf dem hori-
zontal verschieblichen Wagen. Die zur Modellierung verwendete Nomenklatur werden in
der Tabelle 1 zusammengefasst. Die zugehorigen Parameterwerte konnen dem Abschnitt
4.1 Parameteridentifikation, Tabelle 4 und 5 entnommen werden.

Modul = Parameter Beschreibung

Wagen — my Masse
J; Tragheitsmoment um den Schwerpunkt
m; Masse
Pendel ¢ ; Lange
a; Schwerpunktsabstand zur Drehachse
g Erdbeschleunigung
F Stellkraft

Tabelle 1 — Die mechanische Parameter des Modells fiir ¢ = {1,2,3} .
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Um die kinetische und potentielle Energiefunktion aufzustellen, miissen zunachst die
Ortsvektoren bestimmt werden. Fiir die Ortsvektoren der drei Massenschwerpunkte
erhélt man

R _aro—alsincpl (3.6)
! | ai1cosy ’ ’
o _ZL’() — ll sin Y1 — a2 sin (o)
T2 = l1 cos 1 + ag cos s 1 ’ (3.7)
und
B (g — 3 sin @y — Iy sin @y — ag sin @3
3= [1 cos 1 + s coS g + asz cos p3 ] ’ (3.8)
Weiterhin erhélt man deren zeitlichen Ableitungen
- [0 — a11 cos o1 (3.9)
| a1 sing,
Fo — -jfo — 11@1 COS @1 — CLQQbQ COS @9 (3 10)
2 —l1p18in 1 — agps sin @y '
und
s — [ — L1 o8 1 — lapy COS P2 — a3 cOS P3 (3.11)
—l1p18sinpy — lapasinpy —azpzsings |- .

Mit ihnen ergibt sich die kinetische Energie T (q, q), die nicht nur von den Positions-
koordinaten, sondern auch von den Geschwindigkeiten abhangt, wobei diese aus einem
rotatorischen Anteil

I A
Teot(@, @) = 2 Z JW? (3.12)
i=1
und einem translatorischen Anteil besteht:
, 1S ., . 1,
ﬂran(q7 q) = 5 Z T T+ imoxO‘ (313)

i=1

Die potentielle Energie ist hingegen nur von den Positionskoordinaten abhéngig und
lasst sich wie folgt als skalare Funktion schreiben:

U(q) = miry B] + moTa [2] + mgr3 [2] )

= mygay cos 1 + mag(ly cos p1 + ag cos ps)

+ mgg(ly cos 1 + la cos g + az cos p3). (3.14)

Die Lagrange-Funktion £(q, q) von (3.2) ergibt sich nun zu

iJ.QJrli.T .+1 o 0] . 0] . 0
Fion - rT.m;T; —MoZTy — | ML T meT msr .
2 @y 9 i 9 0Lg 11g zzg 339

i=1

L(q,q) =

N | —
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Das Gleichungssystem (3.1) fiihrt zu einer nichtlinearen Differentialgleichung zweiter
Ordnung mit den verallgemeinerten Koordinaten q. Dieses kann leicht in eine gut
handhabbare Matrix-Vektor-Form (3.15) iiberfithrt werden. Die Bewegungsgleichungen
in der Matrix-Vektor-Darstellung [0] lauten

M(q)qg+C(q,9)q¢+Dg+K(q) =T (3.15)

mit der positiv definiten quadratischen Massenmatrix M (q) € R***. Die Matrizen
C(q,q) € R**, D € R* und K(q) € R**! stellen die geschwindigkeitsabhingige und
lageabhéngige Krifte dar. Der Vektor 7 repréasentiert auflere Krafte und Momente.
Die Massenmatrix

Mnqu MwE‘]i Ml3gqg M14qu

| Ma(q) Mxa(q) Mas(q) Mau(g

M(q) = Msi(q) Msa(q) Mss(q) Msa(q) (3.16)
Mui(q) Mio(q) Miz(q) Mai(q)

M(q) = M(q)". (3.17)

Die Eintrage der Massenmatrix sind spiegelsymmetrisch beziiglich ihrer Hauptdiagonale
M;;(q) = Mj;(q) fur i,j ={1,...,4} und sind in der Tabelle 2 dargestellt.

Mn(Q) = Jl + mla% + (m2 -+ mg)l%, Mlg(q) = (m211a2 + mglllg) COS((pl — QOQ),

Mi3(q) = msliaz cos(p1 — ¢3), Mi4(q) = —(myay + maly + msly) cos ¢,
M21(Q) = M12(q), M22(q) =Jo+ mﬂ% + mgl%,

Ma3(q) = mslaasz cos(pa — @3), Ms4(q) = —(maas + mgly) cos @,

M31(CI) = M13(Q)7 M32(‘1) = M23(Q),

Ms3(q) = Js + m3a§, Ms4(q) = —maas cos @3,

My1(q) = Ms(q), Mys(q) = Mau(q),

My3(q) = Mss(q), Mys(q) = mo + mq + mg + ms.

Tabelle 2 — Eintridge der Massenmatrix.

Die Zentrifugal- bzw. Corioliskrafte werden durch die Masse m;, den Schwerpunkt-
abstand a; und den Absolutwinkel ¢; des i—ten Pendels bestimmt. Die quadratische
Coriolismatrix C(q, q) ergibt sich zu

CnEq,flg C12Eqai1§ Cl3gqai]§ Cng,q%

N Co1(q,q) Cx(q,q) Cx(q,q) Cul(q,q

Cled = Cs1(q,4) Cs(q.q) Cs3(q.q) Caalg, )|’ (3.18)
C41(Q7Q) C42(Q>Q) 043(q751) 044((1,(1)



3.1 Aufstellen der Bewegungsgleichungen 9

Die Eintrége der Coriolismatrix C(q, ¢) konnen aus der Tabelle 3 entnommen werden.

Ci(g,q) =0, Ci2(q, q) = (maag + msla)lipa cos(p1 — ),
Ci3(q, @) = mslyaspssin(pr — ¢3), Cu(gq,q) =0,

Cor(q, q) = (maagy + msla)liprsin(ps — 1), Caa(g,q) =0,

Ca3(q, q) = mslaazsin(ps — ps3), Co4(q,q) =0,

Cs1(q, q) = —malyasy sin(er — ¢3), Cs2(q, q) = —malaasps sin(pa — ¢3),

033(q7 q) = 07 034(q7 q) = 07

Cu(q,q) = (myay +maoly +msl)@rsing:,  Ci(q, q) = (maas + msly)ps sin o,
Cy3(q, q) = maazpssin g3, Cu(q,q) =0,

Tabelle 3 — Eintrage der Coriolismatrix.

Die Reibungen in den Gelenken treten in der Démpfungsmatrix D auf und so erhélt
man

dy +dy  —dy 0 O
—dy dy+d3 —d3 O

D 0 4 4 0 (3.19)
0 0 0
Die Potentialkréafte wirken allein auf die Masse des Pendels und ergibt sich zu
—(m1a1 + mgll + mgll)g sin ©®1
K(q) = —(maag + msly)gsin o (3.20)
—mgazg sin 3 ' '
0

Fiir weitere Betrachtung liegen die Bewegungsgleichungen (3.15) in einer besser lesbaren
Form

g=M(q)"'|T—C(q,9)qg — Dg— K(q) (3.21)

durch die Umstellung nach dem Beschleunigungsvektor ¢ zu Grunde. Im néchsten
Abschnitt wird auf die partielle Linearisierung des Systems eingegangen.

Bemerkung (SymPy).

Die Herleitung der Bewegungsgleichungen des Dreifachpendel-Versuchsstands sowie
Bestimmunyg der Eintrige von M (q),C(q,q), D, K(q) wurden mit Hilfe von Computer-
Algebra Software SymPy durchgefiihrt.
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3.2 Partielle Linearisierung

Um den Regler- und Steuerungsentwurf zu vereinfachen, sollen die im vorigen Ab-
schnitt hergeleitete Bewegungsgleichungen des Dreifachpendel-Versuchsstands nun in
eine einfachere Systemdarstellung tiberfithrt werden. Dazu wird zunéchst eine Eingangs-
Ausgangs-Linearisierung auf dem System fiir einen Ausgang vorgenommen. Im Folgenden
werden die Bewegungsgleichungen (3.21) mit Hilfe von definitorischen Gleichungen in
eine eingangsaffine SISO-Zustandsdarstellung 1]

= f(x)+g(x)u, x=(0)=x,
y = h(z) (3.22)

mit der Zeit ¢ € R und den glatten Vektorfeldern f,g : R" x R — R" iberfithrt. Als
Zustandsvektor wird

z:=[a. q]T=[% P2, 3, To, 1, P2, P, :’co]TeIR" (3.23)

gewahlt. Die Groflen v € R und A : R® — R reprasentieren den skalaren Eingang
und Ausgang. Die Eingangs-Ausgangs-Linearisierung erfolgt, indem man die skalare
Ausgangsfunktion y solange nach der Zeit ableitet, bis sie explizit von dem Eingang
u abhangt. Die erforderlichen Schritte werden in den folgenden Formeln mit den Lie-
Ableitungen! ausgedriickt:

y = h(z),
y = Lysh(z),
y = L}h(z),

: (3.24)
y = Ly (),
y" = Lih(z) + LyL} "h(z) u,

=,

wobei 7 den relativen Grad? von y = h(x) beziiglich u darstellt. Die GroSe y(™) wird als
neuer Systemeingang u aufgefasst.

Vor der Linearisierung soll eine geschickte Auswahl der Ausgangsfunktion y getroffen
werden. Bei mechanischen, unteraktuierten Systemen ist es sinnvoll, die aktive Koordina-
te als Systemausgang festzulegen, wenn eine Kraft- und Drehmomentregelung erfordert
wird. Daher wird die Wagenposition zy als Systemausgang y = z( festgelegt. Nachdem
die Lie-Ableitung L ¢ bei der Ausgangsfunktion zweimal hintereinander angewandt wird,
tritt die Kraft ' in dem Term auf. Dabei erhélt das System den neuen (virtuellen)

'Leh(z) = %(f)f(:c) : Lie-Ableitung des Skalarfeldes h(x) entlang des Vektorfeldes f(z) im Punkt
z € R.

2Relativer Grad ist niedrigste Ordnung einer Zeitableitung des Ausgangs von (3.22), die explizit vom
Eingang u abhéngt [18].
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Eingang® jj = @, was der Vorgabe der Wagenbeschleunigung # entspricht. Somit betragt
der relative Grad des Systems r = 2 und ist kleiner als die Systemordnung (n = 8).

Wenn man nun die unterlagerte Riickfithrung

1

U=—-—77
L,L;

(a _ L}h(m)) _F

(3.25)

anwendet, lasst sich das System in zwei Teilsysteme aufspalten: ein lineares (Doppelin-

tegrator):

.C.If():ﬂ

und ein nichtlineares (sogenannte interne Dynamik):

Dabei gilt fiir das Vektorfeld G(g, ¢) folgende Beziehung:
G(q,q9) =C(q,9)q + Dq+ K(q).
Das System lasst sich wie folgt mit den Vektorfeldern a,b : R™ x R — R"™ darstellen:

(3.26)

Fl {Mn(q) Mia(q) Mis(q) ( Gi(g,9) M14<q>] )
Go| = — | Ma(q) Ma(q) Mss(q) Ga(q,q)| + |Mau(q)| a|. (3.27)
3 Msi(q) Msa(q) Mss(q) Gs(q,q) Ms4(q)

(3.28)

& = a(x) + b(x)u. (3.29)
Fir das Vektorfeld a(x) gilt
7
a(@) = M (q) Mia(q) Mis(q) - Gi(q,q) (3.50)
— |Mai(q) Ma(q) Mas(q) Ga(q, q)
Msi(q) Msa(q) Mss(q) Gs(q,q)
i 0
Die Komponenten des Vektorfelds b(x) ergeben sich zu
_ 0 -
0
0
b(z) 0 (3.31)
B Mii(q) Mi(g) Mys(@)] " [Mu(q) '
— | M21(q) Maa(q) Mas(q) M>4(q)
Msi(q) Msa(q) Mss(q) Ms4(q)
L 1 -

3Uber die numerische Integration der Wagenbeschleunigung kann die tatséchliche Stellgréle berechnet

werden, d.h. der Sollwert des Drehzahlreglers siche Abschnitt 2.1.
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Anhand der Darstellung der Vektorfelder a(x), b(x) ist deutlich zu sehen, dass die
Koordinaten miteinander tiber Integratorketten zusammenhéangen. Die Nichtlinearitét
tritt nur in der zweiten Ableitung der Winkelkoordinaten auf.

Das neue Zustandsraummodell hat die folgende nichtlineare Form

T = x5,
:t2 = Tg,
T3 = @7,
$'4 = Isg, (332)

Zi’5 = CL5($) + b5($)’l~£,

jf6 = (16(33) + bﬁ(a:)ﬂ,
7 = a7 (x) + br ()i,
Ty = U.

Durch die partielle Linearisierung ist das System nun einfacher zu handhaben. Im
Unterschied zu einer Taylor-Linearisierung (Vernachlassigung Terme héherer Ordnung)
ist das so erhaltene System dquivalent mit (3.15). In den néchsten Kapiteln wird nur
dieses Modell fiir weitere Betrachtungen verwendet, beispielsweise fiir den Entwurf des
Reglers und der Steuerung sowie des Beobachters.



Kapitel 4

Parameteridentifikation

Dieses Kapitel beschéftigt sich mit der Parameteridentifikation des Dreifachpendel-
Versuchsstands. Die Parameteridentifikation spielt eine wichtige Rolle in der Regel-
ungstechnik und beschreibt eine experimentielle Analyse der Regelstrecke. Durch die
Messung und Experimente kann das Systemmodell mittels mathematischer Methoden
identifiziert werden. Damit werden eine numerische Simulation und ein modellbasierter
Reglerentwurf erst moglich. Die Parameter lassen sich in direkt messbare und nicht
direkt messbaren Grofien unterteilen. Die direkt messbare Parameter konnen ohne
groflen Aufwand gemessen werden. Der Schwerpunkt dieses Kapitels wird deshalb durch
die Methoden zur Ermittlung der nicht direkt messbaren Parameter gebildet.

4.1 Identifikation der messbaren Parameter

Zu den direkt messbaren Parameter gehoren die Masse des Wagens und der einzelnen
Pendel. Die Lange und der Schwerpunktabstand des Pendels gehoren ebenfalls dazu. In
der Tabelle 4 werden die gemessenen Parameter des Versuchsstands angegeben.

Modul Parameter Wert  Einheit Beschreibung

Wagen mo 3.34 kg Masse
mq 0.8512 kg Masse

Inneres Pendel [y 0.32 m Lange
a 0.2 m Schwerpunktabstand zur Drehachse
Mo 0.8973 kg Masse

Mittleres Pendel [y 0419 m Lange
as 0.26 m Schwerpunktabstand zur Drehachse
ms 0.5519 kg Masse

AuBeres Pendel I3 0.485 m Lange
as 0.216 m Schwerpunktabstand zur Drehachse

Tabelle 4 — Die gemessene Parameter des Versuchsstands.

13
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4.2 Identifikation der nicht messbaren Parameter

Die nicht direkt messbaren Parameter sind die Tragheitsmomente des Pendelkérpers und
die Reibungskoeffizienten. Zur Bestimmung der Parameter kénnen Schwingungsversuche
durchgefiihrt werden. Dabei besteht die Moglichkeit, die Pendelkorper einzeln getrennt
zu identifizieren, indem das Pendel in Schwingung versetzt wird. Dies fiihrt zu einer
einfacheren mathematischen Formulierung des Schétzproblems. Im folgenden Abschnitt
wird dieser Ansatz ndher betrachtet.

4.2.1 Parameteridentifikation der Pendelkorper (einzeln)

Das verschiebliche Einfachpendel ist in Abbildung 4 dargestellt.

Y

Q@

Zo

Abbildung 4 — Schematische Darstellung des inversen Einfachpendels auf dem hori-
zontal verschieblichen Wagen.

Fiir den Schwingungsversuch wird der Wagen im Stillstand gehalten, damit ergibt
sich die Bewegungsgleichung fiir o = const:

JASbl — myigaq sin ©®1 + dlgbl = 0 (41)

mit dem Trigheitsmoment des Pendels um die Drehachse nach Steiner J,4 = J; + mya?.

Analytische Ermittlung des Tragheitsmoments von einem Stabpendel

Die Pendel vom Versuchsstand haben in der Realtitat eine inhomogene Dichte. Fiir eine
grobe Schitzung des Trigheitsmoments um den Schwerpunkt wird dennoch die Dichte
des Pendels p; konstant angenommen und man erhalt

l1/2
J = / pledx:
—11/2

1 h/2 1
“M s = —myl? (4.2)
3 ll _l1/2 12
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Ermittlung des Tragheitsmoments auf Basis des linearen Modells

Zunéchst soll die nichtlineare Bewegungsgleichung (4.1) um die stabile Ruhelage verein-
facht werden. Fiir kleine Auslenkung gilt sin 1 &~ ¢ und d;¢; ~ 0. Somit erhélt man
die linearisierte Bewegungsgleichung
. myga
b= o =0 (4.3)
A

———

2
Wo

mit der Eigenfrequenz des Pendels wq. Fiir die Eigenfrequenz gilt

1 migay
= 27— = 4.4
Wo 7TT1 7 (4.4)
Das unbekannte Tragheitsmoment ergibt sich mit
Jy = Js —mial = MTIQ —mya} (4.5)
472

durch eine einfache Messung der Periodendauer T; der Schwingung. Wie man in (4.5)
sieht, kann nur das Triagheitsmoment mit diesem Ansatz ermittelt werden. Er hat
den Nachteil, dass die Schwingung eine kleine Amplitude voraussetzt. Fir grofiere
Auslenkung gilt die linearisierte Gleichung nicht mehr.

Fiir eine gleichzeitige Identifizierung von Tragheitsmoment und Reibungskoeffizienten
wird die Methode der kleinsten Quadrate (MKQ) in dem néchsten Abschnitt betrachtet.

Ermittlung der nicht messbaren Parameter mittels MKQ

Die Methode der kleinsten Quadrate wird héufig in der Regelungstechnik zur Identifi-
zierung der Regelstrecke eingesetzt. In der vorliegenden Arbeit wird die ungewichtete
MKQ [17] verwendet. Die MKQ setzt ein parameterlineares Modell

i = ®a (4.6)

mit dem Ausgangsvektor g, dem Datenvektor ® sowie dem Parametervektor a voraus,
um das Minimierungsproblem fiir das Kostenfunktional J,,;, zu l6sen.
Fir das Kostenfunktional erhalt man

J i = el e dt,

DO | —

—_

St~ O

5 (479 - 29" ®a + a"®"®a) dt (4.7)

q

mit dem Residuenvektor € := ¢y — ®a.
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Die Losung des Minimierungsproblems ergibt sich mit der Bedingung fiir ein lokales
Extremum
da
Mo e 16", (4.8)
da

|

=07
und fiihrt mit der Umstellung nach dem Parametervektor zu der Moore-Penrose-Inverse!
—1
a=(®'®) @'y (4.9)

Die nichtlineare Bewegungsgleichung (4.1) des Einzelpendels lasst sich leicht in eine
parameterlineare Form

migay . dy

= 77" ; 4.10
Jl -+ mla% e 2S01 ( )

801 B Jl +m1a1

iiberfithren. Fiir den Ausgang erhélt man ¢y = ¢; und den Datenvektor

® = [singy, ¢ (4.11)

sowie den neu eingefiithrten Parametervektor

migai .
a=| e | (4.12)
- J1+mq (z%
Fir N > 2 Messungen existiert die Moore-Penrose-Inverse. Das iiberbestimmte Gleich-
ungssystem ergibt sich zu
Uy ,
=] a. (4.13)
YN Py
Die Bewegungsgleichungen des Dreifachpendel-Versuchsstands konnen nicht in einer

parameterlinearen Form iiberfithrt werden. Daher wird in dem néchsten Abschnitt eine
nichtlineare MKQ fiir die Identifizierung aller nicht messbaren Parameter betrachtet.

'Die Moore-Penrose-Inverse wird auch als Pseudoinverse genannt.
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4.2.2 Parameteridentifikation mittels nichtlinearer MKQ

Die nichtlineare MKQ ist eine Methode fiir Parameterschatzung eines nichtlinearen
Systems und édhnelt stark der linearen MKQ. Der Hauptunterschied besteht darin,
dass das Systemmodell bei der nichtlinearen MKQ durch ein lineares Modell approxi-
miert wird, dessen Parameter durch mehrere Iterationenschritte optimiert werden. Das
Kostenfunktional lasst sich dhnlich wie in (4.7) aufstellen und ergibt sich zu

Jnin 1= e’(0,t)-€(0,1) dt,

N | —

O\ﬂ O\ﬂ

(3(0,1) +3(0,) + £3(0, 1)) dt (4.14)

DO | —

mit dem Parametervektor @ und den im Kapitel 3 partiell linearisierten Modellgleichun-
gen

z =a(x,0)+ b(x,0)u. (4.15)
Nun gilt es, den Parameter @ so zu bestimmen, dass das Residuum

zwischen den gemessenen Winkeln ¢; 5/(t) und den Modellwinkeln ¢;(6,¢) minimal
wird. Fiir die Identifikation des Parametervektors @ € R® wurden die drei Pendel um
die stabile Ruhelage ausgeschwungen wiahrend der Wagen im Stillstand fixiert ist. Es
wurden Messwerte aufgezeichnet (siehe Abbildung 5). Fur den Parametervektor

OZ[Jl, JQ, Jg, dl, dg, dg}T (417)

mit einem grobgeschétzten Startwert @ = 6, wird das Optimierungsproblem anschlieend
unter Python-Umgebung mit der SciPy-Funktion 1mfit [13] gelost. Die so erhaltene
Parameterwerte sind in Tabelle 5 zusammengefasst.

Modul Parameter Wert Einheit Beschreibung
lueres Pendel 0.01980 Nms®  Trigheitsmoment
dy 0.00715 Nms Reibungskoeffizient

. Jo 0.02105 Nms®  Trigheitsmoment
Mittl Pendel

ttieres tende do 1.9-107% Nms Reibungskoeffizient
" Js 0.01818  Nms® Tréagheitsmoment
AuB Pendel

Hieres Tende ds 0.00164  Nms Reibungskoeffizient

Tabelle 5 — Die nicht messbaren Parameter des Versuchsstands.

Zur Verifizierung des Modells wird eine Simulation mit dem partiell linearisierten,
nichtlinearen System (3.29) und den ermittelten Parametern durchgefiithrt. Das Simulati-
onsergebnis ist im Vergleich zur Messung in der Abbildung 5 dargestellt. Die Verldufe des
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simulierten und gemessenen Zustands gehen fiir langeren Zeitraum langsam auseinander,
da die kleine Anfangsabweichung der Zustdnde mit der Zeit akkumulieren (siche im
Anhang 19, 20).

— 1 - {2 - @3
=== Q1 fit === @21t === 031t
250 A
° 200 A
k=
S
150 A
100 - ; : :
0 1 2 o P2 o3
400 1 I W === @21t === 031t
»n 200 A
£ 0
=N
—200 -
0 1 2 3 4 5
tins
- @1 — ¢ - @3
=== Q1 fit === @2 it === 031t
200 A
c
$ 150 -
0 i : —a  —a  —
= Q1 it === @2t === 03t
200 A
£
£ 07
‘S
—200 -
0 1 2 3 4 5
tins

Abbildung 5 — Vergleich der Verldufe des Winkels und der Winkelgeschwindigkeit aller
Pendel anhand von Messdaten und der Simulation mit den identifizierten Parametern.



Kapitel 5

Regler- und Trajektorienentwurf

Dieses Kapitel beschaftigt sich mit den modellbasierten Reglerentwurfsverfahren. Da-
zu werden zunachst die Ruhelagen bestimmt. Anschlieend wird fiir das System um
alle Ruhelagen eine Jacobi- bzw. Taylor-Linearisierung durchgefiithrt und ein linearer
Zustandsregler durch Polplatzierung sowie ein optimaler Zustandsregler mittels LQR-
Verfahren! entworfen. AbschlieBend wird auf den Entwurf der Trajektorien fiir die
Ruhelageniiberfiihrung eingegangen.

5.1 Ruhelagen

Die Ruhelagen? des partiell linearisierten Systems (3.29) lassen sich durch Null-Setzen
der Ableitung des Zustandsvektors @ aus der Gleichung

& = a(xg) + b(xr)u, (5.1)

fiir den Eingang @ = 0 ermitteln. Der Dreifachpendel-Versuchsstand verfiigt nun tiber
eine stabile und 7 instabile Ruhelagen, insgesamt also 8 verschiedene Ruhelagen. Darauf
hat die Wagenposition

rgo=c¢, c€eR (5.2)

keinen Einfluss. Das heifit, fiir den Wagen existieren unendlich viele Ruhelagen. Die ein-
zige asymptotisch stabile Ruhelage entsteht durch die schwache Reibung im Gelenkraum.
Dabei sind die drei Pendel um 180° ausgelenkt, bzw. alle nach unten ausgerichtet.

Um die Ruhelagen fiir spatere Betrachtung leicht unterscheiden zu kénnen, wurde ein
Bezeichnungsschema eingefiihrt. Der Index o steht fiir oben, der Index u fiir unten. In
der Tabelle 6 sind die Ruhelagen mit den entsprechenden Bezeichnungen dargestellt.

'LQR steht fiir linear quadratischer Regler oder Riccati Regler.
2Ruhelage wird in manchen Literaturen Gleichgewichtslage oder Nulllage genannt.

19
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Tabelle 6 — Ruhelagen des Dreifachpendels.

PR ¥P2R ¥Y3R ToR Y1R P2 R P3R ToR g
Rubelage /41 [rad] [rad] [m] [rad/s] [rad/s] [rad/s] [m/s] > Pt
Ruuu s s T c 0 0 0 0 stabil
Ruwo s s 0 c 0 0 0 0 instabil
Rion T 0 T c 0 0 0 0 instabil
Ruoo T 0 0 c 0 0 0 0 instabil
Rouu 0 s T c 0 0 0 0 instabil
Rowo 0 s 0 c 0 0 0 0 instabil
Roou 0 0 T c 0 0 0 0 instabil
R 0 0 0 c 0 0 0 0 instabil

5.2 Linearisierung um die Ruhelagen

Das im Kapitel 5 partiell linearisierte, nichtlineare System (3.29) wird um die im vorigen
Abschnitt ermittelten Ruhelagen linearisiert. Das lineare System ergibt sich zu

& — g = [Ja(z)(a:R, ur) + Joma(@n, uR)] (@ — ) + b(@n, ur) (@ —up)  (5.3)
bzw.

Ax =

Ja(z)(wRauR)""Jb(m)ﬂ(wRauR)] Az  +b(xg,ug) Au, (5.4)

wobei J g(z) (R, ur) und Jpm)a(Tr, ur) die entsprechende Jacobi-Matrizen an der Stelle
(xR, ur) bezeichnen. Das lineare Zustandsraummodell hat also die Form

Az = A Az + BAu, Az(0)= Az, (5.5)
Ay =c'Ax
mit der Systemmatrix
A = |Ja@) (xR, ur) + Jp@alTr, ur)| € R, (5.6)
der Eingangsmatrix
B = b(xp,up) € R™! (5.7)

sowie der Ausgangsmatrix ¢! = I € R™*" |
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5.3 Reglerentwurf

Der Dreifachpendel-Versuchsstand kann mit einem Zustandsregler in allen Ruhelagen
stabilisiert werden. Fiir den modellbasierten Reglerentwurf steht das lineare Modell
(5.5) zur Verfiigung. Um einen Zustandsregler fir das System auszulegen, muss das
System zustandssteuerbar sein. Um dies zu priifen, kann das Steuerbarkeitskriterium
von Kalman oder Hautus angewendet werden [16]. Die Kalmansche Steuerbarkeitsmatrix
Q. € R™" ergibt sich zu

Q,=|B, AB, A’B,..., A"'B|. (5.8)

Das System ist genau dann vollstdndig zustandssteuerbar, wenn die Steuerbarkeits-
matrix den vollen Rang besitzt, d.h. det Q, # 0 bzw. Rang Q, = n. Das System verfiigt
in allen Ruhelagen tiber den vollen Rang, somit ist das lineare System zustandssteuerbar
und flach. Folglich muss sich das System bei beliebiger Wagenposition z,¢ (auer am
Rand) und beispielsweise bei aufrechter Stellung aller Pendel um die instabile Ruhelage
durch Zustandsriickfithrung wie in der Abbildung 6 dargestellt, stabilisieren lassen.

Tre A Ad A Ay
f V Q u B O xr f X CT
A ——q
e

Abbildung 6 — Das linearisierte System mit Zustandsriickfithrung und Vorfilter fir die
Vorgabe einer Fiihrungsgrofie x,¢ (siehe Abschnitt 5.3.1).

Im Zuge der Arbeit wurden zwei mogliche Regelungsverfahren fiir die Auslegung des
Reglers untersucht: Polplatzierung und LQR-Entwurf.

5.3.1 Reglerentwurf mittels Polplatzierung

Der Entwurf eines Zustandsreglers mittels Polplatzierung ist eines der am héufigsten
eingesetzten Regelungsverfahren. Dabei werden die Eigenwerte des geschlossenen Re-
gelkreises vorgegeben und somit dessen Dynamik gezielt durch Zustandsrickfithrung
beeinflusst. Die Systemzustandskomponenten x; werden mit einem Verstarkungsvektor
f € R" gewichtet als Systemeingang Au = — f’ Ax zuriickgefithrt. Das resultierende
System des geschlossenen Regelkreises ergibt sich zu

Az =(A-Bf") Az (5.9)
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mit der neuen Systemmatrix A, = A— Bf’. Aufgrund der Tatsache, dass die Stabilitéit
eines linearen Systems allgemein von den Eigenwerten der Systemmatrix abhéngig ist,
kann das System durch eine geeignete Wahl des Verstarkungsvektors f stabilisiert
werden. Dabei wird gefordert, dass die Eigenwerte alle in der linken offenen Halbebene
liegen. Fiir ein stabiles System kann das charakteristische Polynom® (CLCP)

n

p(s) =[[(s—s:) =po+p1s+pas*+ ...+ pors” 45" (5.10)
i=1
mit pog,...,pn_1 € R durch die gewiinschten Pole mit negativem Realteil aufgestellt

werden. Die Determinante der neuen Systemmatrix A,, wird mit dem charakteristischen
Polynom p(s) gleichgesetzt. Der Verstarkungsvektor f soll nun so bestimmt werden,
dass die folgende Ungleichung

det (sI — A,) = p(s) (5.11)

erfiilllt wird. Die Gleichung lasst sich durch Koeffizientvergleich 16sen. Alternativ kann
der Verstarkungsvektor

Fr=t{ (nI+pA+pA*+. . +p, A"+ A") = t]p(A) (5.12)

mittels Ackermann Formel fiir das gewtinschte CLCP ermittelt werden. Dabei stellt der
t! die letzte Zeile der inversen Steuerbarkeitsmatrix Q' dar [17].

Die Pole des geregelten Systems konnen nun geschickt gewédhlt werden. Zur Wahl der
Pole sei hier kurz Folgendes angemerkt: Je weiter die Polstellen in der linken Halbebene
platziert werden, desto grofier ist die benotigte Kraft, somit ist die Regelung schneller.
Es wird vorausgesetzt, dass die benotigte, auf dem Wagen horizontal wirkende Kraft
auf dem Versuchsstand realisierbar ist, da die verfiigbare mechanische Leistung des
Aktuators naturgeméfl begrenzt ist. Wenn die Pole aber zu nah an der imaginaren
Achse (Stabilitdtsgrenze) platziert werden, ist die Regelung umgekehrt langsamer. Durch
eine kleine Parameterunbestimmtheit der Regelstrecke kann der reale Regelkreis leicht
instabil werden. Simulativ wurden verschiedene Pol-Kombinationen ausprobiert. Als
gewiinschte Pole des geregelten Systems werden folgende Pole gewéhlt:

Sae=|-3 -3 -3 —4 -5 -5 -5 —6|. (5.13)
Diesen Pollagen entspricht dem charakteristischen Polynom

CLCPges = (s +3)* (s +4) (s +5)° (s +6). (5.14)

3CLCP: Closed Loop Characteristic Polynomial
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Entwurf einer Vorsteuerung fiir den stationdren Zustand

Im vorigen Abschnitt wurde der Entwurf eines Zustandsreglers mittels Polplatzierung
durchgefiihrt. Diese stabilisiert den Zustand « in der entsprechenden Ruhelage. Jedoch
ist es unmoglich, eine gewtinschte Sollposition des Wagens z,.f vorzugeben. Daher wird
das lineare System mit einer Vorfiltermatrix V' um einen weiteren Term erweitert (siche
auch Abb. 6). Das erweiterte System des geschloflenen Regelkreises ergibt sich fir den
stationaren Zustand Az = 0:

Az

(A—Bf") Az + BV, (5.15)
0.

Fiir den skalaren Systemausgang erhéalt man

Ay=c" (BfT ~A)" BV, (5.16)
i

= Lref -

Damit die Forderung (5.16) erfillt bleibt, ergibt sich das Vorfilter zu

-1

v=| (B —A)" B} eR. (5.17)

Der Verstirkungsvektor und der Vorfilter werden fiir die gewahlte Pole in allen Ruhelage
ermittelt und sind in der Tabelle 7 dargestellt.

Ruhelage Verstarkungsvektor f Vorfilter V
Ruuu 495 —235 337 49 47 —48 —17 81| 49
Ruuo 1190 —66.4 2125 —10 —11.5 —180 373 -21] -10
Ruou —153.9 217.6 —344 —12 120 292 -84 -23] -12
Ruoo —-169.6 384.0 —2226 10 —103 329 —324 21| 10
Rouu 1592 1450 160 —13 120 03 -33 -25| -13
Rouo (1856 444 —2421 13 103 210 —427 26| 1.3
Roou (1977 —236.7 308 1.0 99 —27.6 80 21| 10
Rooo 2870 —5935 3566 —2.5 141 —450 528 —47] -25

Tabelle 7 — Verstarkungsvektoren und Vorfilter fiir alle Ruhelagen mittels Polplatzie-
rung.



5.3 Reglerentwurf 24

Mit den ermittelten Verstarkungsvektoren und dem Vorfilter wird eine Simulation
mit dem nichtlinearen Modell (3.29) in der Ruhelage Roo, durchgefithrt und ist in
der Abbildung 7 dargestellt. Dabei wird eine Sollposition z,, = 40cm fiir den Wagen
vorgegeben. Wie man deutlich im Simulationsergebnis sieht, kompensiert der Regler
die kleine Anfangsregelabweichungen nach ca. vier Sekunden vollstandig und platziert
gleichzeitig den Wagen an der gewiinschten Stelle.
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Abbildung 7 — Simulationsergebnis mit dem Zustandsregler in der Ruhelage Ro, mit
einer Anfangsauslenkung ¢, = 5°, 5 = 5° fiir eine Sollposition x,.s = 40cm.

Im néchsten Abschnitt wird auf den Entwurf eines LQ-Reglers eingegangen. Mittels
Simulation werden die beiden Regelungsverfahren miteinander verglichen um dabei die
Vorteile und Nachteile zu untersuchen.
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5.3.2 Reglerentwurf mittels LQR-Optimierung

Der LQ-Regler ist ebenfalls ein Zustandsregler, d.h. der Zustand x wird zurtickgefiihrt.
Er unterscheidet sich nur in der Bestimmung des Verstarkungsvektors f. Bei dem
Zustandsregler durch Polplatzierung wird hierzu, wie oben ausfiihrlich behandelt, die
Polplatzierung fiir die Berechnung des Verstarkungsvektors f verwendet. Im Gegensatz
dazu wird bei dem LQ-Regler die Minimierung der quadratischen Flache des Zustands
und Eingangs genutzt, um ein moglichst schnelle Regelvorgang ohne groBes Uberschwin-
gen und mit geringem Stellaufwand zu erzeugen. Man spricht daher von verlaufs- und
verbrauchsoptimaler Regelung [3]. Fir die quantative Erfassung der optimierenden
Grofle wird das Kostenfunktional

N T T
0 verlaufsopt1ma1 verbrauchsoptimal

eingefiihrt, mit der symmetrischen, positiv semdefiniten Gewichtungsmatrix des Zustands
Q € R™"™ und der symmetrischen, positiv definiten Gewichtungsmatrix des Eingangs
R € R. Das Minimierungsproblem des LQR-Entwurfs lésst sich mit Hilfe einer Riccati-
Differentialgleichung (Riccati-DGL) lésen.

Herleitung der Riccati-DGL

Fiir die Herleitung der Riccati-DGL miissen zunachst die Hamilton-Funktion
1
H(Aa,p, Au,t) = — (AwTQAzc + AuTRAu) + " (AAz + BAu) € R (5.19)

mit dem Lagrangeschen Multiplikator-Vektor 1 € R™ und der adjungierten Differential-
gleichung sowie der Steuergleichung aufgestellt werden. Aus der Differentation von H
nach dem Zustandsvektor Ax ergibt sich die adjungierte Differentialgleichung mit

oH T
O QA ATy = (5.20)

Die Steuergleichung lésst sich durch Null-Setzen der Ableitung von H nach dem Eingang
Au aufstellen

dH |
— — _RA BT = 0. 21
A RAu+ B ¢ =0 (5.21)

Aus der Steuergleichung (5.21) ergibt sich das optimale Regelungsgesetz
Au=R'B")=-R 'B'PAx (5.22)
[ ——
_fT
mit dem Ansatz

Y = —PAuz, (5.23)
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damit das Regelungsgesetz von (5.22) linear bleibt. Um die unbekannte zeitvariante
Matrix P € R™" zu ermitteln, setzt man den Ansatz (5.23) in die Steuergleichung
(5.20) und das lineare Zustandsraummodell (5.5) ein und erhalt

Az = AAx — BR'B" PAx, (5.24)
bzw.
—(PAz + PAz) = QAz + ATPAx. (5.25)

Die Gleichungen (5.24) und (5.25) kénnen in einer einzigen Gleichung zusammengefasst
werden und man erhalt

~PAz — P(AAz — BR'B"PAz) = QAx + A" PAx, (5.26)
bzw.
(P-PBR'B"P+PA+A"P+Q)Az=0. (5.27)

Da die Gleichung fir alle Ax gelten soll, verschwindet der Faktor von Ax. Daraus ergibt
sich die sogenannte Riccati-DGL

P=PBR'B'P-PA-A"P-Q, (5.28)

was der Ausgangspunkt fiir den Entwurf eines zeitvarianten Riccati-Reglers ist. Darauf
wird spater im Abschnitt 5.4.2 eingegangen. Fiir den stationaren Fall T — oo gilt P =0
und daraus folgt die algebraische Riccati-Gleichung (CARE)

PBR 'B'"P-PA-A"P-Q=0 (5.29)
mit den symmetrisch positiv definiten Matrizen @ und BR ' B” . Die stationire Losung
von P kann mittels der Hamilton-Schur-Methode berechnet werden [10]. Die Hamilton-
Matrix

A _BRilBT 2nx2n
Z = [—Q AT ] cR (5.30)

lasst sich durch eine quadratische, orthogonale Transformationsmatrix U € R***?" in
eine obere Dreieckmatrix

Sll SlQ

0 S, € R (5.31)

UTZU:SZ[

transformieren, wobei S;; € R"*" eine quadratische Matrix ist. Die Spalten von U sind
dabei die Eigenvektoren von Z und die gesuchte Matrix P ergibt sich dann zu

P=U,U; (5.32)

Bemerkung. Die stationdre Lésung der algebraischen Riccati-Gleichung kann man
leicht unter Matlab mit dem Befehl care oder unter Python mittels scipy. linalg.solve
_continuous_are ldsen. Alternativ geht das auch, indem man die Riccati-DGL mit
einer positiv definiten Matriz P(ty) als Anfangsbedingung zeitlich rickwdrts integrieren
lasst, bis P auf eine stationdre Losung konvergiert ist.
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Fir den LQR-Enwurf konnen die Gewichtungsmatrizen ¢ und R nun als Entwurfsfrei-
heitsgrade dimensioniert werden. Dabei ist Folgendes zu beachten: Je grofier die Eintrége
der Matrix Q gegentiber denen in R gewéhlt werden, desto schneller konvergieren die
Zustandskomponenten z;, aber desto hoher ist der Stellaufwand bzw. der Ausschlag des
Eingangssignals Au. Umgekehrt gilt dies analog. In der Simulation werden verschiedene
Gewichtungsmatrizen Q, R ausprobiert. Als Kompromiss zwischen dem verlaufs und
verbrauchsoptimalen Regelungsverhalten besitzt die Zustandsgewichtungsmatrix @ die
Form einer positiv definiten Diagonalmatrix

Q = diag [30 30 30 40 50 50 50 60]. (5.33)
Die Eingangsgewichtungsmatrix R wird fiir den skalaren Eingang Au als
R=1 (5.34)

gewahlt. Es sei an dieser Stelle erwéhnt, dass die Gewichtungsmatrizen auch Nebendia-
gonalen besitzen kénnen. Jedoch ist es schwer fiir die praktische Vorstellung. Mit den
gewahlten Gewichtungsmatrizen @ und R wurden die Verstarkungsvektoren und das
Vorfilter nach der Formel (5.17) berechnet und sind in der Tabelle 8 dargestellt.

Ruhelage Verstarkungsvektor f Vorfilter V'
Ruuu —1114 347 227 63 76 -75 —08 119 6.3
Rouuo —223.2 —3012 6276 —6.3 —18.6 —55.1 1087 —134] —6.3
Ruou —2574 4390 -884 —63 —192 538 —61 —129] —6.3
Rouoo ~415.9 11289 8257 63 —139 805 —1262 148] 63
Rouu 1873 814 —191 —63 171 65 8 —12.6] —6.3
Rouo 3107 2835 —6942 63 111 605 —1206 142] 6.3
Roou 3507 5372 959 63 119 —61.7 75 138 6.3
Rooo 5434 —1379.9  991.2 —6.3 242 —95.7 1512 —15.7] —6.3

Tabelle 8 — LQR-Verstarkungsvektoren und Vorfilter fiir alle Ruhelagen.

Mit den ermittelten Verstarkungsvektoren vom LQ-Regler und Vorfilter wird eine
Simulation in der Ruhelage Ry, mit der selben Anfangsabweichung durchgefiihrt, welche
in der vorigen Simulation Abbildung 7 mit dem Zustandsregler durch Polplatzierung
angewendet wurde.
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Die Abbildung 8 stellt das Simulationsergebnis dar. Die Simulation zeigt, dass die
schwingende Regelabweichung vom LQR geregelten System im Vergleich zu dem Zu-
standsregler durch Polvorgabe schneller abklingt, dafiir aber mehr Stellkraft erfordert.
Die resultierende Pole des geschlossenen Regelkreises in der Ruhelage R, lauten

{—26.691 —10.212 £ 3.111] —5.632 £2.559] —1.971 £+ 1.167j —0.821} . (5.35)

Ein solches Ergebnis wie in der Abbildung 8 dargestellt, kann durch einen Zustandsregler
mittels Polplatzierung ebenfalls erzielt werden, wenn man die Pole von (5.35) vorgibt.

tins

Abbildung 8 — Simulationsergebnis mit dem LQR in der Ruhelage R0, mit einer
Anfangsauslenkung ¢ = 5°, ¢y = 5° fiir eine Sollposition s = 40cm.

Fiir einen besseren visuellen Vergleich sind die beiden Simulationsergebnisse neben-
einander in Abbildung 9 dargestellt.
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Abbildung 9 — Simulationsvergleich zwischen dem LQ-Regler und Zustandsregler
mittels Polplatzierung in der Ruhelage Rooo.
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Abbildung 10 — Stabilisierung mittels L Q-Reglers in der Ruhelage Ryoo, Au # 0.
Die graue Stelle markiert den Ubergang von Sollpositi
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5.4 Trajektorienentwurf

Die Planung und der Entwurf von Trajektorien stellt eine schwierige Herausforderung in
der Regelungstechnik dar. Insbesondere dann, wenn es sich um nicht-flache, nichtlineare
Systeme handelt. Bei flachen Systemen erfolgt der Trajektorienentwurf relativ einfach,
wenn man die Flachheits-Eigenschaft, bzw. die Kenntnis des flachen Ausgangs ausnutzt.
Mit dem flachen Ausgang und dessen zeitlichen Ableitungen kénnen alle Eingangs- und
Zustandsgroflen des Systems ermittelt werden, bzw. durch Vorgabe eines Sollverlaufs
des flachen Ausgangs kann unmittelbar der dafiir nétigen Eingangsverlauf des Systems
bestimmt werden. Fiir das seitliche Versetzen des Wagens kann die Trajektorie sowohl
auf Basis des nichtlinearen als auch linearen Streckenmodells entworfen werden, da die
steuerbare, lineare Systeme alle flach sind [1]. Falls das nichtlineare Streckenmodell nicht
flach, bzw. kein flacher Ausgang bekannt ist, wird das Problem der Trajektorienplanung
fiir die Ruhelageniiberfithrung auf ein mehrdimensionales Randwertproblem mit freien
Parametern zuriickgefithrt. Die Randwertaufgabe mit freien Parametern kann im Allge-
meinen nicht analytisch gelost werden. Es wurde daher in der Literatur vorgeschlagen,
auf numerische Kollokationsverfahren wie z.B. die Matlab-Funktion bvp4c [21] oder das
quelloffene Python-Paket PyTrajectory [9] zuriickzugreifen um die exakte Losung des
Randwertproblems naherungsweise zu approximieren.

5.4.1 Kollokationsverfahren

Im Kollokationsverfahren werden die Systemgleichungen auf einem Zeitintervall [0, ]
aquidistant diskretisiert [19]. Dabei werden sowohl das Eingangsignal @ als auch die
Verlaufe der Zustandskomponenten x; mit einem Ansatz beziiglich der Zeit parametriert
[8]. Als Ansatzfunktion werden Polynome héherer Ordnung mit endlich vielen Parame-
tern ausgewdahlt, die die vorgegebenen Randbedingungen des Eingangs und Zustands
erfiillen sollen. Um die eingefithrten Parameter zu berechnen, werden Systemgleichungen
zu den diskreten Stiitzstellen bzw. den sogenannten Kollokationspunkten ausgewer-
tet. Dies fithrt auf ein nichtlineares algebraisches Gleichungssystem in Abhéngigkeit
der Parameter der Ansatzfunktion. Aus der Losung des Gleichungssystems ergibt sich
unmittelbar ein StellgrofSenverlauf. Mittels Simulation wird das Anfangswertproblem
gelost, um den zu dieser Eingangstrajektorie zugehorigen Zustandsverlauf zu erhalten.
Wenn der resultierende Zustandsverlauf und insbesondere der Endzustand mit dem Ziel-
zustand die vorgegebene Toleranz nicht iiberschreitet, so hat man eine Naherungslosung
gefunden und das Verfahren ist abgeschlossen. Wenn das nicht der Fall ist, kann die
Parameteranzahl der Ansatzfunktion und die Kollokationspunkte erhéht werden, oder
eine bessere Startschitzung fiir die Parameter durchgefithrt werden. Im Softwarepaket
PyTrajectory werden stiickweise definierte kubische Splines als Ansatzfunktion zur
Approximierung des Eingangs und Zustands verwendet. Im néchsten Abschnitt wird
auf den Entwurf eines Folgereglers entlang der Solltrajektorie eingegangen.
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5.4.2 Trajektorienfolgeregelung

Ein wichtiger Abschnitt der oft aus der Trajektorienplanung folgt, ist der Entwurf eines
Folgereglers. Dabei wird der Folgeregler eingesetzt, um das System entlang einer vorge-
gebenen Solltrajektorie asymptotisch zu stabilisieren. Das heifit, der Regler korrigiert die
Vorgabe der Steuerung fiir das Stellglied, da eine reine Steuerung aufgrund von dufleren
Einfliisse: wie z.B. Storgrofien und Parameterunbestimmtheiten der Regelstrecke nicht
gentigt, um ein befriedigendes Folgeverhalten entlang der Trajektorie zu erzielen. Als
Folgeregler wird in dieser Arbeit ein zeitvarianter Riccati-Regler verwendet.

*

u
Vorsteuerung
z*
: : x* U y
Trajektoriengenerator O Folgeregler O Regelstrecke
z
Beobachter

Abbildung 11 — Schematische Darstellung des Regelkreises mit Folgeregler.

Der Ausgangspunkt fiir den Reglerentwurf ist das partiell linearisierte, nichtlineare
System (3.29). Fiir den Entwurf des zeitvarianten Riccati-Reglers lésst sich das Kosten-

funktional

N | —

T
I min 1= ;:::(T)TP(T):L'(T) + / {mTQa: + 4" Rai|dt (5.36)
0

aufstellen, wobei die Matrix P(T') die stationire Losung der Riccati-DGL am Zielzu-
stand darstellt. Das Minimierungsproblem des zeitvarianten LQR-Entwurfs fiihrt wie im
Abschnitt 5.3.2 erwdahnt, auf eine Riccati-Differentialgleichung (5.28). Die Losung der
Riccati-DGL kann nur mit einer positiv definiten Matrix P(t;) = P(7') als Anfangs-
bedingung durch zeitliche Riickwarts-Integration berechnet werden. Die numerische
Integration von P in positive Zeitrichtung lasst sich leicht mit Hilfe des Euler-Verfahrens

P(ty) ~ P(t;_1) + dtP(t;_) (5.37)

mit einer hinreichend kleinen Schrittweite dt durchfithren. Die Riickwérts-Integration
ergibt sich durch den Ubergang von dt zu —dt zu

P(t,_y) ~ P(t,) — dtP(t},). (5.38)

Im néichsten Abschnitt wird die Planung einer Trajektorie fiir die Uberfithrung der
Ruhelagen mittels PyTrajectory beschrieben.
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5.4.3 Trajektorienplanung fiir Ruhelageniiberfiihrung

Der Dreifachpendel-Versuchsstand verfiigt iiber R = 8 Ruhelagen, damit kénnen ins-
gesamt R(R — 1) verschiedene Trajektorien geplant werden. Eine mogliche geforderte,
vermutlich interessanteste Trajektorie stellt das Uberfithren zwischen den Pendelru-
helagen Ryuu — Rooo dar. Dabei sollen alle Pendel zum Anfang der Trajektorie nach
unten héngen und aufgestellt werden. Die Stellzeit soll unter Beriicksichtigung der
jeweiligen Trajektorie entsprechend gewahlt werden. Der Wagen soll nach der gewahlten
Uberfithrungszeit von ¢, = 3.2s an der gleichen Position stehen und alle Pendel in Ruhe
sein.

™ 0
CC*<O) — J/‘O70ﬂ‘set i} w* (t6> == x0,0H‘Set . (5'39>
0 0

Fir die Ermittlung der Trajektorie werden kinematische Beschrankungen des Wagens

p € [-11, 1.1]m, (5.40)
iy e [-42, 42|ms, (5.41)
i € [~40, 40| ms™? (5.42)

als Nebenbedingung in PyTrajectory aufgestellt. Die mittels PyTrajectory ermittel-
ten Trajektorienverldaufe sind in den Abbildungen 12 und 13 mit den dazugehorigen
Messergebnissen dargestellt.

1.5

-1.5 ! ! ! ! !
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5

Abbildung 12 — Momentaufnahmen beim Aufschwing der Pendel, Ry, — Rooo-
Dargestellt ist der Referenzverlauf.
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Abbildung 13 — Trajektorienverlauf beim Aufschwingen der Pendel, Ryu. — Rooo-
Dargestellt sind die Referenzwerte und Messergebnisse sowie Folgereglerverstarkungen.
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Die Realisierung der Trajektorieniiberfithrung R, — Reoo in der Praxis gestaltet sich
als schwierig, da das System entlang der Solltrajektorie mehrmals seine Steuerbarkeit
(siehe Abb. 13) verliert. Das hat zur Folge, dass eine kleine Abweichung zwischen
dem Soll- und Istzustand gentigt eine grofle, negative Auswirkung auf die Steuerung
des (chaotischen) Systems zu verursachen, trotz einer Folgeregelung. Mogliche Griinde
dafiir sind zum einen, dass das mathematische Modell der Regelstrecke nicht 100 %
exakt ist und zum anderen, dass die verwendete Solltrajektorie kaum Reserve zur
Stellgrofienbeschrankung (5.42) hat. Der Folgeregler kann in dieser Phase nicht viel
ausrichten.

1.0 A
‘
0.5 -
N\
g 2V F/ N8
g 00
—0.5 - | "“4‘.\ N
_10 -

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
tins

Abbildung 14 - Tatséchlicher Aufschwingverlauf der Pendel (orange) im Vergleich zur
Solltrajektorie (schwarz), Ruyuu — Rooo- Zur deutlicheren Darstellung ist die Bewegung
des Wagens xy nicht aufgetragen, stattdessen wird die Zeit ¢ fiir die waagerechte Achse
verwendet.
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5.4.4 Trajektorienplanung fiir seitliches Versetzten des
Wagens

Eine weitere Aufgabenstellung stellt das seitliche Versetzten des Wagens in z—Richtung
(,Side Stepping“) dar. Dabei sollen sowohl der Wagen als auch die Pendel am Anfang
und Ende des Vorgangs in Ruhe sein, bzw. in der Ruhelage R, alle Pendel senkrecht
nach oben ausgerichtet sein. Fiir einen sanften Verlauf zur Uberwindung eines 0.5m
Abstands wird die Stellzeit t, = 1.0s gewahlt:

0 0
x"(0) = |20 offset N T (te) = |Toofiset + 0.5m | . (5.43)
0 0

Die mittels PyTrajectory ermittelte Trajektorie ist in Abbildung 15 dargestellt.

1.5 T T T T T

1.0f 1

0.5+ .

0.0f .

-06 -04 -0.2 0.0 0.2 0.4 0.6

0. . 1.0
Q T 2 T T T T
g H - i
- X - — X

e .° of 0
g To | -2 4
§ | -4 .
c i
= -6l |
§ —-40 1 1 1 1 1 1 1 1

00 02 04 06 0.8 1.0 00 02 04 06 0.8 1.0

tins tins

Abbildung 15 — Trajektorienverlauf beim seitlichen Versetzen des Wagens
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Modellbildung fiir flachheitsbasierte Vorsteuerung

Mit der flachheitsbasierten Vorsteuerung kann das seitliche Versetzten des Wagen-
Teilsystems realisiert werden. Dafiir liegt das lineare, steuerbare Systemmodell (5.5) mit
dem flachen Ausgang y, = tI' Az € R und dem relativen Grad r = n zu Grunde, wobei
t! die letzte Zeile der inversen Steuerbarkeitsmatrix Q' darstellt. Fiir den flachen
Ausgang des um diese Ruhelage R, linearisierten Systems erhélt man konkret

yr~ |=h, —l, —07ls, 1, 0, 0, 0 0]kAz mit &= —1/79263.

Mit der Ahnlichkeits-Transformationsmatrix T und den neuen Systemkoordinaten

Yy t
Yy tTA
z = : = ) Ax =TAx (5.44)
(n—1) T An—1
ergibt sich das neue lineare Systemmodell
2 =TAT 'z + TBAu, (5.45)
= Az + BAu

in der linearen Regelungsnormalform. Die Matrizen A und B stellen die neue System-
und Eingangsmatrix dar.
Fiir die flachheitsbasierte Vorsteuerung lasst sich nun der Steuereingang [23]

W=y — T AT (5.46)

mit dem flachen Ausgang und dessen zeitlichen Ableitungen ermitteln. Die urspriinglichen
Koordinaten ergeben sich dann durch die inverse Transformationsmatrix

=T 'z (5.47)

Ein moglicher Sollverlauf des flachen Ausgangs kann mit einem mindestens n mal
differenzierbaren Polynom vom Grad 2n — 1

2n—1

Vrea®) = 0+ [00) —9,0] Lo (1), telt]  (43)

vorgegeben werden, wobei y(0),y,(t.) die Anfangs- und gewiinschte Endposition des
Wagens mit dem Gewichtungsfaktor x darstellt:

y;(0) = 20(0)~, Ys(te) = wo(te)k- (5.49)

Mit der Aufstellung der Stetigkeitsbedingungen erhalt man ein lineares Gleichungsystem.
Damit konnen die Koeffizienten p, berechnet werden.



Kapitel 6

Beobachterentwurf

Dieses Kapitel beschaftigt sich mit dem Entwurf eines Beobachters fiir die Schatzung des
nicht messbaren Systemzustands. Bei dem Dreifachpendel-Versuchsstand kénnen nur die
Winkel @1, 2, @3 und Position xy gemessen werden. Deren zeitliche Ableitungen lassen
sich prinzipiell leicht durch numerische Differentiation nach der Zeit bilden. Allerdings
sind die so erhaltene Ergebnisse zu ungenau wegen der Quantisierungseffekte. Ein
besseres Ergebnis kann durch einen Beobachter erzielt werden, wie zum Beispiel einen
Luenberger-Beobachter oder ein erweitertes Kalman-Filter (EKF). In der Arbeit wird ein
erweitertes Kalman-Filter entworfen und als Beobachter eingesetzt. Der Regelkreis mit
dem Beobachter ist in der Abbildung 16 dargestellt. Der Luenberger-Beobachter und das

u
Vorsteuerung
z*
: : x* Au Y
Trajektoriengenerator ——— Regler O Regelstrecke
T
Beobachter

Abbildung 16 — Regelkreis mit dem Beobachter.

erweiterte Kalman-Filter sind im Prinzip identisch [1]. Beide beruhen auf der Simulation
des Strecken-Modells mit einer Riickfiihrung des Ausgangsfehlers. Sie unterscheiden
sich nur in der Bestimmung der Beobachterverstarkung. Beim Luenberger-Beobachter
werden die gewiinschten Pole fiir die Berechnung der Beobachterverstarkung vorgegeben,
analog zum normalen Zustandsregler, siche Abschnitt 5.3.1. Im Gegensatz dazu wird die
Beobachterverstarkung des erweiterten Kalman-Filters so ausgelegt, dass der Einfluss
vom Mess- und Prozessrauschen auf dem Schétzfehler minimal bleibt. Das geschieht wie
im LQR-Entwurf mittels eines Kostenfunktionals

T
1
Tuin =5 / E{e’eldt (6.1)
0

wobei E{ee} den Erwartungswert des Schitzfehlers e := x — & darstellt.

38
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6.1 Erweitertes Kalman-Filter

Das erweiterte Kalman-Filter ist eines der am héufigsten eingesetzten Beobachterver-
fahren fur nichtlineare Systeme [1]. Es dhnelt stark dem stationidren Kalman-Filter.
Der Unterschied besteht nur darin, dass bei letzterem die linearisierte Darstellung der
nichtlinearen Systemdynamik fir die Simulation verwendet wird. Der Ausgangspunkt
fir den Beobachterentwurf ist das partiell linearisierte System von (3.29)

z =a(x)+ blx)u+ p, (6.2)
y=c'z+p
mit der Messmatrix ¢! € R™*". Die Vektoren p und p reprisentieren mittelwertfreie,
normalverteilte, weile, unkorrelierte Rauschprozesse, ndmlich das Prozessrauschen und
Messrauschen mit ihren Kovarianzmatrizen H € R™*" und S € R™*™. Da die Schét-
zung des Zustands auf einem Mikroprozessor erfolgen soll, muss die zeitkontinuerliche

Gleichung in der zeitdiskreten Form vorliegen. Mittels Euler-Verfahren lasst sich das
System diskretisieren:

Tpi1 = T +dt & = @ + dt|a(xy) + b(xk)u, + p|. (6.3)
Das zeitdiskrete Modell ergibt sich zu
1 = F(xk, ug) + dtp, (6.4)
Y. = cTa:k + p.

Die Minimierung des Kostenfunktionals (6.1) mit dem zeitdiskreten Modell fihrt wie
im LQR-Entwurf zu einer Riccati-DGL. Auf die Herleitung der zeitdiskreten Beobachter-
Riccati-DGL (DARE) wird in dieser Arbeit nicht eingegangen, hierfiir sei auf [11]
verwiesen.

Die Regelschleife des zeitdiskreten erweiterten Kalman-Filters besteht aus einem
Pradiktions- und Korrekturschritt [7]. Im Pradiktionsschritt

&), = F(Zp-1, Ug—1), (6.5)
%) _
Tp=o F(x,0), _ 4 (6.6)
U= Ug—1
P, =JpP, Jp+H (6.7)

werden die aktuelle Zustande &, mittels Modellgleichung geschétzt (6.5). Das zeitdiskrete
System wird dann am letzten (a priori) Zustand &;_; linearisiert (6.6). Am Ende
des Préadiktionsschrittes wird die Kovarianzmatrix P, des Systems auf Basis des
linearisierten Modells ermittelt (6.7).

Im Korrekturschritt

Ly = Pyc("Pic+ S) (6.8)
=@y + Ly (y, — "2 ), (6.9)
Py = (I-Lc") Py (6.10)
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werden die Beobachterverstarkungen Lj; mit Hilfe der zuvor modellbasiert ermittelten
Kovarianzmatrix bestimmt. Anschliefend werden die Zustédnde unter Beriicksichtungen
der Messung korrigiert. AbschlieSfend wird die Kovarianzmatrix durch die Beobach-
terverstarkungen aktualisiert. Im néchsten Zeitschritt wiederholt sich das Ganze vom
Anfang.

Die Charakteristik des erweiterten Kalman-Filters lasst durch geeignete Wahl der
Matrizen H G1.(6.7) und S GI1.(6.8) beeinflussen. Wenn die Eintrage der Matrix H
grofler als die von S gewahlt werden, wird bei der Schatzung mehr auf die Messung
vertraut und weniger auf das Modell. Umgekehrt gilt dies analog. Die Matrizen H und
S lauten konkret

dt? g, dt? p,dt? g, dt?
H = diag{up2 , ,up2 , ,up2 , a 5 s ppdt, g dt, ppdt, po,dt ], (6.11)
g, T 0,77 O, g
S:d'{p,p,p,“’ 6.12
817807 1807 180 1000 (6.12)

mit den Tuning-Parametern i, f, des Modells und den Standardabweichungen o, o,
der Sensoren.

Der Quadraturencoder von allen Pendeln hat eine Auflésung von 8192 Inkrementen
pro Umdrehung und der des Wagens von 4096 Inkrementen pro 70 mm Verfahrweg. Der
Pendelwinkel und die Wagenposition werden mit der Schrittweite g, ¢, quantisiert. Die
Varianz der Gleichverteilung [5] ergibt sich fiir das Pendel

2

q . 8192
Var, = -2 t S 6.13
ar, s mit ¢, 360° ( )

und fiir den Wagen
2

q , 4096
Var,, = -= t gy =—. 6.14
a 12 it g 70mm ( )

Fir die Standartabweichungen erhélt man

o, =4/ Var, =0.01° und o, =4/ Var, = 0.005 mm. (6.15)

Mit den Parametern p,, 1t,, kénnen die Parameterunbestimmbheiten des Modells zusatz-
lich die Restterme der héheren Ordnung modelliert werden, die durch Linearisierung
verschwinden. Mittels Simulation sind die Parameter p,, 1, wie folgt eingestellt:

pp =1 und p, =5. (6.16)

Der Einschwingvorgang des erweiterten Kalman-Filters wird durch den Anfangswert
der Kovarianzmatrix stark beeinflusst. Je hoher die Eintrage der Kovarianzmatrix ge-
wahlt werden, desto langsamer konvergiert die Schatzung und desto ruhiger ist der
Einschwingvorgang. Wenn sie umgekehrt klein gewahlt werden, ist der Einschwingvor-
gang kiirzer. Ein Nachteil davon ist, dass ein differentierendes Verhalten entsteht bzw.
am Anfang hohe Ausschlage des Zustands zur Folge haben wird. In der Arbeit ist der
Anfangswert der Kovarianzmatrix als Einheitsmatrix festgelegt.
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In den Abbildungen 17 und 18 sind die geschéitzte Zustandsverldufe x; mittels EKF
im Vergleich zu dem gemessenen Winkel ¢;,,, und dem numerisch ermittelten Win-
kelgeschwindigkeit ¢;, dargestellt. Dabei ist deutlich zu sehen dass das verstarkte
Quantisierungsrauschen der numerisch ermittelten Winkelgeschwindigkeiten bei kleiner
Auslenkung relativ ausgepragter ist als bei grofferer Auslenkung.
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Abbildung 17 — Zustandsschatzung mittels EKF in der Ruhelage Ry, Au = 0.
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Abbildung 18 — Zustandsschéitzung mittels EKF in der Ruhelage Ryo0, Au # 0.



Kapitel 7

Zusammenfassung und Ausblick

Die vorliegende Arbeit beschéftigte sich mit dem modellbasierten Steuerungs- und
Regelungsentwurf fiir ein unteraktuiertes, mechanisches System.

Im ersten Kapitel der Arbeit wurde der mechanische und elektrische Aufbau des
Dreifachpendel-Versuchsstands vorgestellt und Einblicke in die Struktur des realen Sys-
tems gegeben. Im Anschluss wurden die Bewegungsgleichungen des Systems mittels des
Lagrange-Formalismus durch die Verwendung von Computer-Algebra Software SymPy
ohne groflen Aufwand hergeleitet und eine partielle Eingangs- Ausgangs-Linearisierung
vorgenommen. Das daraus resultierende partiell linearisierte, nichtlineare System bildet
den Ausgangspunkt fiir alle weiteren regelungstechnischen Betrachtungen.

Das darauf folgende Kapitel befasste sich mit der Identifikation der Regelstrecke.
Dabei wurden zunéchst verschiedene Arten von mathematischen Ansétzen zur Iden-
tifizierung der direkt messbaren und nicht direkt messbaren Parametern diskutiert.
Vor allem wurde dabei der Reibung in den Pendelgelenken besondere Beachtung ge-
schenkt. Anschliefend wurde die Identifikation der Modellparameter mittels nichtlineare
MKQ unter Verwendung der SciPy-Funktion 1lmfit durchgefithrt. Damit wurde eine
numerische Simulation erst moglich.

Nach der Identifikation der Modellparameter wurden die Ruhelagen fiir das partiell
linearisierte, nichtlineare System ermittelt. AnschlieBend wurde ein linearer Zustands-
regler und ein Vorfilter zur Vorgabe einer Fiihrungsgrofle fir alle Ruhelagen entworfen.
Dabei wurde auf bekannte Standardverfahren zuriickgegriffen, beispielsweise Polplatzie-
rung und LQR-Entwurf. Es konnte mit diesen Zustandsreglern gezeigt werden, dass das
Dreifachpendel in allen Ruhelagen, wie in der Simulation vorgesehen, stabilisiert und
der Wagen an der gewiinschten Stelle platziert werden kann.

AbschlieBend folgte der Entwurf und die Planung einer Trajektorie fiir die Uberfithrung
der Ruhelagen, was zweifellos die groite Herausforderung dieser Arbeit darstellt. Da mit
einer reinen Steuerung die Ruhelageniiberfithrung erwartungsgemafl nicht moglich ist,
wurde ein zeitvarianter Riccati-Regler entworfen. Neben dem Entwurf des Folgereglers,
der das System entlang der Solltrajektorie stabilisiert, war eine zeitintensive Suche
nach einer geeigneten Trajektorie mittels PyTrajektory erforderlich. Mit zahlreichen
Versuchen ist der Aufschwing nicht gegliickt. Jedoch konnte mit den Messergebnissen
gezeigt werden, dass ein erfolgreiches Aufschwingen kurz vor dem Ziel ist.
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Das vorletzte Kapitel beschéftigte sich mit dem Entwurf eines Beobachters fiir die
Schatzung des nicht messbaren Zustands. Dabei wurden zwei Arten von Beobachtern
(Luenberger Beobachter, Erweitertes Kalman-Filter) in Erwagung gezogen und disku-
tiert. Abschliefend folgt die Implementierung des erweiterten Kalman-Filters in der
Programmiersprache C, was ebenfalls eine grofle Herausforderung darstellte.

Bei praktischen Arbeiten in Python stellte die Verwendung verschiedener Software-
Pakete, wie zum Beispiel NumPy, SymPy, SciPy und Matplotlib sowie PyTrajectory,
eine grofe Erleichterung dar. Dadurch konnte die Arbeit mafigeblich beschleunigt werden.

Das Aufschwingen kann meiner Ansicht nach gelingen werden, wenn eine optimale
Trajektorie gefunden wird. Aulerdem kann eine modellbasierte pradiktive Regelung
(MPR) eingesetzt werden, um das Folgeverhalten zu verbessern.



Anhang A

Simulationsergebnis
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Abbildung 19 — Vergleich der Verldufe des Winkels und der Winkelgeschwindigkeit aller
Pendel anhand von Messdaten und der Simulation mit den identifizierten Parametern
fiir 10 Sekunden.
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Abbildung 20 - Vergleich der Verlaufe des Winkels und der Winkelgeschwindigkeit aller
Pendel anhand von Messdaten und der Simulation mit den identifizierten Parametern
fiir 15 und 20 Sekunden.
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Abbildung 21 — Simulationsvergleich zwischen dem LQ-Regler und Zustandsregler
mittels Polplatzierung in der Ruhelage Ry,
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Abbildung 22 — Simulationsvergleich zwischen dem LQ-Regler und Zustandsregler
mittels Polplatzierung in der Ruhelage R0
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Abbildung 23 — Simulationsvergleich zwischen dem LQ-Regler und Zustandsregler
mittels Polplatzierung in der Ruhelage R
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Abbildung 24 — Simulationsvergleich zwischen dem LQ-Regler und Zustandsregler
mittels Polplatzierung in der Ruhelage Ryo0
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Abbildung 25 — Simulationsvergleich zwischen dem LQ-Regler und Zustandsregler
mittels Polplatzierung in der Ruhelage R,y
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Abbildung 26 — Simulationsvergleich zwischen dem LQ-Regler und Zustandsregler
mittels Polplatzierung in der Ruhelage Ry,
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Abbildung 27 — Simulationsvergleich zwischen dem LQ-Regler und Zustandsregler
mittels Polplatzierung in der Ruhelage Rooy
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